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摘 要

不变环面是动力系统长期演化时最常见的不变集之一. 上世纪六十年代由 Kol-

mogorov, Arnold, Moser创建的KAM理论与八十年代由Mather, Aubry创建的 Aubry-

Mather 理论为不变环面的研究提供了强有力的工具. 但对于许多非光滑系统, 上述理

论的应用还十分有限, 并且非光滑系统中不变环面的破坏机理仍需要深入探讨. 基于以

上问题, 本文对几类非光滑系统不变环面的存在性及其破坏机理作了一些工作, 具体的

内容如下:

本文首先简要介绍了 KAM 理论与 Aubry-Mather 理论的发展历史以及这两者在

单自由度系统中的一些应用, 并且总结了本论文的主要研究内容及结果.

为了对后续的研究内容作准备, 介绍了扭转映射的基本定义以及几种扭转映射定

理, 包括 Moser 扭转定理, Moser 小扭转定理以及 Aubry-Mather 定理; 简要解释了近

可积扭转映射与近可积 Hamilton 系统之间的联系, 并总结了 Hamilton 系统中常见的

几类变换. 这些变换对将一个具有近可积动力学的系统转化为一个显式的近可积系统

是关键的.

首先研究了双面碰撞倒摆模型的全局动力学. 在无外激励扰动时, 此系统的相图可

划分为三个区域. 运用 Moser 扭转定理与 Moser 小扭转定理, 证明了在小的周期激励

扰动下这三个区域内均存在不变环面, 且无穷远处不变环面的存在性与外激励的扰动

大小无关. 最后, 设计了带有碰撞效应的不变流形的数值算法. 运用此算法发现, 当外激

励的扰动增大时, 低速区域不变环面的破坏是由于鞍点的不变流形在相空间中的大范

围缠结.

在不同光滑性假设下, 研究了呼吸圆台球 (breathing circle billiard) 不变环面与逃

逸轨道的存在性问题. 当系统具有 𝐶7 类的光滑性时, 建立了系统在高能量区域的扭转

映射, 并运用 Moser 小扭转定理证明了无穷远处不变环面的存在性. 当系统分段光滑

时, 给出了奇点附近的范式映射的详细推导过程. 在适当的参数下, 该范式映射的主要

项具有一条加速周期轨道. 利用非共振条件确保了该加速周期轨道在小扰动下的稳定

性, 这意味着系统存在逃逸轨道, 以及高能量区域的不变环面在系统的光滑性丧失后的

破裂.

基于变分方法, 研究了在 𝐶1 光滑性条件下呼吸圆台球的 Aubry-Mather 集的存在

性问题. 首先给出了离散的变分问题与系统解之间的对应关系. 然后, 通过对生成函数

的适当假设, 在变分空间存在边界的条件下建立了小扭转情形下的 Aubry-Mather 理

论. 该理论保证了对任意小的旋转数, 变分问题都存在相应的极小构型. 最后, 在适当的
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坐标下, 证明了呼吸圆台球的生成函数满足所需假设, 即系统存在 Aubry-Mather 集.

前述研究内容都属于非光滑 Hamilton 系统的范畴, 最后, 在耗散的影响下研究了

一类带有干摩擦力的强迫振动系统. 首先严格地定义了相位映射, 并在合适的假设下证

明了其为一个圆周平移的小扰动; 基于拓扑上的粘合技术, 证明了系统正向不变环面的

存在性; 运用圆周映射理论与 KAM 理论讨论了环面上的动力学; 最后利用数值方法,

发现了外激励扰动过大时环面的破坏是由于擦切轨道的存在性.

关键词: 不变环面; 扭转映射; 台球; KAM 理论; Aubry-Mather 理论; 非光滑系统; 环面

破裂.
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Abstract

In the evolutions of dynamical systems, the invariant torus is one of the most

common invariant sets. The KAM theory created by Kolmogorov, Arnold, Moser in

the 60s of the last century and the Aubry-Mather theory by Mather, Aubry in the 80s

have provided powerful tools for the study of invariant tori. However, for non-smooth

systems, the applications of such theories are still limited. And the mechanisms of

tori destructions should be investigated more deeply in such systems. Based on these

problems, the existence of invariant tori and its destruction mechanisms for some non-

smooth systems are presented in this dissertation. The specific works of this dissertation

are as follows:

Firstly, we briefly recall the history of KAM theory, Aubry-Mather theory and its

applications in one-degree-of-freedom systems. We also summarise the main research

results.

Being prepared for the subsequent studies, we introduce the definition of twist map

and several twist map theorems, including the Moser’s twist theorem, Moser’s small

twist theorem, and the Aubry-Mather theorem. The connection between the nearly

integrable twist map and the nearly integrable Hamiltonian system is explained. The

usual transformations in Hamiltonian systems are summarised, since these transforma-

tions are crucial for turning a system with nearly integrable dynamics into an explicit

nearly integrable system.

We first study the global dynamics of the inverted pendulum with impacts. When

there is no exciting force, the phase space can be parted into three regions. With small

exciting force, we show that the invariant tori exist in all these regions. Moreover,

independent of the size of exciting force, the invariant tori near infinity always persist.

At last, we design the numerical algorithm to calculate the invariant manifold under the

effect of impact. We find that, using this algorithm, the destruction of tori in the low

speed regions is due to the large expands of invariant manifolds of the saddle point.

We investigate the existence of invariant tori and escaping orbits for breathing circle

billiard under different smoothness conditions. When the system is one of 𝐶7 class, we

establish the twist map in high energy region, and prove the existence of invariant tori

near infinity by Moser’s small twist theorem. When the system is piecewise smooth,
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we derive the normal form near the singularities in detail. Under suitable parameter,

the main term of this normal form has an acceleration periodic orbit. We use the

non-resonance condition to ensure its stability under perturbations, which implies the

existence of escaping orbits and the destruction of invariant tori in high energy region

when the smoothness of system is lost.

Based on variational method, we study the existence of Aubry-Mather sets for

breathing circle billiard when the system is only differentiable. First we explain the

connection between the discrete variational problem and the solution of system. Then,

under suitable assumptions about generating function, we establish the Aubry-Mather

theory in the small twist case when the variational space has boundary. Such theory

ensures that for arbitrarily small rotation number, the variational problem has its corre-

sponding minimal configuration. At last, we show the generating function of breathing

circle billiard satisfies the required assumptions in suitable coordinate, which implies the

existence of Aubry-Mather sets.

The previous contents are all about the non-smooth Hamiltonian system. Under

the effect of dissipation, we study the excited oscillator with dry friction at last. First

we give a formal definition of the phase map. Under reasonable assumptions, we prove

that the phase map is a small perturbation of a circle rigid rotation. We use the glue

technic in topology to show the existence of forward invariant torus. Moreover, we use

the circle map theory and KAM theory to discuss the dynamics on the torus. Based on

numerical method, we find that when the exciting force increases, the destruction of the

torus is due to the presence of grazing orbit.

Key Words: invariant torus; twist map; billiard; KAM theory; Aubry-Mather theory;

non-smooth system; torus destruction.
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第 一 章 引言

“Newton 的基本发现, 他本人认为需要保密, 所以只用字谜似的形式发表, 这就

是: Data aequatione quotcunque fluentes quantitae involvente fluxiones invenire et vice

versa. 用现代数学语言来说, 它的意思就是: 解微分方程是有用处的.”[6]

1.1 KAM 理论与 Aubry-Mather 理论的发展简史

在十七世纪, 牛顿利用动量守恒与角动量守恒得到了二体问题的解, 这成功地解释

了前人的天文观察以及开普勒三定律. 后来数学家与力学家们逐渐发现, 对于非线性的

力学系统, 足够多的守恒量是得到显式解的一个必要条件. 例如, 对于刚体定点运动, 当

无外力时角动量的三个分量都是守恒的, 利用这一点可得到任意初值下的解. 但如果在

重力场的作用下, 由于只有能量与铅直方向的角动量这两个量守恒, 一般情形下的重刚

体问题便无法得到显式解. 如果刚体是均质的绕某个轴旋转的旋转体, 且刚体的固定点

过此轴, 则角动量在此轴的投影也是守恒的, 此时附加的这个守恒量使得总守恒量变成

三个, 这种情形下刚体运动仍能求解. 关于刚体定点运动的详细讨论, 可参见 [4].

在微分方程理论中, 守恒量又称作是首次积分. 一般地, 一个 𝑛 自由度的力学系统
需要 𝑛 个相互独立的首次积分才能显式地得到解[4], 这类系统称作是可积系统. 对于可

积系统,除了在分界面上的解,所有的解都位于相空间上的 𝑛维环面 ℝ𝑛/ℤ𝕟 上,流在环

面上的限制为线性流: ̇𝜃𝑖 = 𝜔𝑖, 其中 (𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑛) 为环面上的一组坐标, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝜔𝑖 为

常数. 矢量 (𝜔1, ⋯ , 𝜔𝑛) 称作是环面的频率矢量. 对于非线性系统, 频率矢量与解的 “振

幅” 是相关的, 且频率矢量对环面上的动力学有着本质的影响. 一般地, 频率矢量可划

分为共振频率矢量, Diophantine 频率矢量与 Liouville 频率矢量 [48].

一个自然的问题是可积系统的小扰动是否仍是可积的? Poincaré 首先给出了一个

否定的回答: 即具有共振频率矢量的环面可以被任意小的扰动破坏. 如同有理数在实轴

上稠密一样, 共振频率矢量在频率空间中也是稠密的. 因此在早期许多人认为: 存在任

意小的扰动可使能量面上的动力学由可积变为遍历. 环面存在性的一个本质问题是小

分母问题, 这一问题在其他的动力学问题中也经常出现, 如圆周映射的光滑共轭问题[5],

平面系统椭圆平衡点附近的矢量场的光滑共轭问题[5, 82] 等等. 在二十世纪四十年代,

Siegel[97] 首次在平面解析映射的光滑共轭问题上处理了小分母问题. Kolmogorov[50] 在

1954年提出了在近可积 Hamilton系统中 Diophantine频率矢量的环面保持性的证明框

架, 其核心思想是用逐步改进的辛变换克服小分母问题, 这一方法也被称作是改进的牛
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顿迭代法. Arnold[2] 利用 Kolmogorov 的思路成功地解决了圆周映射的解析共轭问题,

并给出了 Kolmogorov 所给框架的严格证明[3]. Moser[80] 关于近可积单调扭转映射的

结果将解析条件降到了有限可微条件. 上述处理小分母问题的方法以及相关结果, 如今

以 KAM 理论为名. 继三人的工作以后, Rüssmann[94], Herman[44] 等学者对 KAM 理论

的光滑性条件与非退化条件作了进一步的弱化. KAM 理论的综述文献可参见 [13, 23],

KAM 理论关于 Hamilton 系统以及扭转映射的证明可参考文献 [48, 65, 95].

KAM 理论回答了可积 Hamilton 系统中具有 Diophantine 频率矢量的环面在小扰

动下的保持性问题. 一个自然的问题是其余的环面在扰动以后变成了什么. 上世纪八十

年代, Mather[73] 与 Aubry[7] 分别独立地运用变分原理对这一问题作了回答, 他们处理

的系统分别为保面积单调扭转映射与凝聚态物理中的 Frenkel-Kontorova 模型. 如今他

们的结果被称作 Aubry-Mather 理论. Aubry-Mather 理论仅仅需要扭转映射具有 𝐶0

类的光滑性, 因此其在一定程度上描述了扭转映射在较低光滑性条件下的动力学. 根据

Aubry-Mather 理论[8], 破坏后的环面仍然以一些不变集的形式保留下来, 称为 Aubry-

Mather集. Aubry-Mather集的一个重要特征是其在圆周上的投影具有圆周同胚的序结

构.因此可自然地定义 Aubry-Mather集的旋转数.如果旋转数为无理数, Aubry-Mather

集可能为 (同伦非平凡的)不变曲线也可能为 Cantor集;如果旋转数为有理数 𝑝/𝑞 (𝑝, 𝑞
为互素的整数), Aubry-Mather 集为保序的 (𝑝, 𝑞) 周期轨道以及这类周期轨道之间的同
异宿连接.关于 Aubry-Mather理论与单自由度 Hamilton系统的直接联系,可参见 [84],

该理论的综述, 推广以及扩展可参见 [41, 47].

旋转数为 𝑝/𝑞 的 Aubry-Mather 集通常是双曲的 (𝑝, 𝑞) 周期轨道 [84, Theorem

2.3.4]. 不变曲线的不存在性与双曲周期轨道同异宿轨道的横截相交密切相关[19]. 如果

有理数 𝑝/𝑞 相应的 Aubry-Mather 集不是不变曲线, 则存在一个不变集使得扭转映

射在此不变集上半共轭于符号动力系统[35], 并且还存在非保序的 (𝑝, 𝑞) 周期轨道[11].

Mather[76] 利用变分方法得到了不变曲线存在的充要条件.在文献 [74]中, Mather利用

不变曲线都为圆周上的 Lipschitz 函数这一性质 (Birkhoff 定理[78]), 给出了一个较容易

验证的不变曲线不存在的充分条件. 结合 Forni[35] 的结果, 这个条件给出了系统存在混

沌不变集的一个严格判据. 利用此条件, Mather 证明了在一定的参数条件下, 标准映射

不存在不变曲线[75], 以及具有零曲率的凸台球不存在不变曲线[74].

当可积扭转映射的扰动过大时, 不变曲线可能会全部破坏, 参见 [75]. 不变曲线破

坏的另一个诱因是扭转映射光滑性的丧失. Takens[99] 首先构造了一个 𝐶1 的近可积扭

转映射, 其不存在不变曲线. 这一结果被 Herman[44] 改进到 𝐶𝑟 (𝑟 < 3). 对于实际的力

学系统, Zharnitsky [114] 证明了当 Fermi-Ulam 模型的墙壁运动是分段光滑时, Fermi-
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Ulam 模型会出现无界轨道. 类似的 𝐶0 类光滑性会导致不变曲线全部破坏的现象也出

现在半圆外台球[29] 以及呼吸圆台球模型中[111]. Marò[69] 在弹跳球模型中构造了一类

𝐶1 类的周期函数, 此函数的 𝐶1 范数是较大的, 如果墙壁以此函数作为运动模式, 则系

统能量趋于无穷的轨道, 即无穷远处不存在不变曲线.

1.2 KAM 理论与 Aubry-Mather 理论在单自由度系统的研究现

状

KAM 理论中关于扭转映射的结果以及 Aubry-Mather 理论为研究单自由度非自

治 Hamilton 系统提供了强大的理论工具. 例如, 目前已知的这类系统解的有界性证明

都用到了 KAM 理论, 这类系统中大量存在的拟周期解以及次谐周期解也都可用这两

个理论进行分析解释. 下面简要介绍这两种理论在单自由度系统的研究结果及现状.

1.2.1 无穷远处的不变曲线与解的有界性

Littlewood 提出了 Duffing 型方程

̈𝑥 + 𝑔(𝑥) = 𝑝(𝑡) (1–1)

解的有界性问题, 其中当 |𝑥| → ∞ 时 𝑔(𝑥)/𝑥 → ∞, 𝑝(𝑡) 为一个周期函数. 满足上述

条件的方程 (1–1) 又称为超线性微分方程. Littlewood[66] 构造了一个具有无界解的例

子. Morris[79] 首先利用 KAM 理论研究了一类特殊的 Duffing 型方程, 当外激励为分段

光滑的周期函数时, Morris 利用 Moser 扭转定理证明了该系统所有解的有界性. Morris

的结果被 Dieckerhoff, Zehnder[27], Levi[64] 等学者推广到更一般的超线性微分方程, 且

仅要求外激励是连续的周期函数. 此类超线性微分方程最主要的特征是未扰系统的周

期解的周期随着其能量趋于无穷而趋于零, 系统在无穷远处的动力学为一个近可积的

小扭转映射. 更详细的解释可参考文献 [64, pp.46-55]. 除了超线性微分方程, 对于单摆

类的微分方程也有类似的结果[63, 108].

对于方程 (1–1), 如果当 𝑥 → ±∞ 时, 𝑔(𝑥)/𝑥 分别趋于两个大于 0 的常数, 则称其

为次线性微分方程. 与超线性微分方程有所不同, 未扰系统的周期解的周期随着其能量

趋于无穷而趋于某个大于 0的常数.在这种情形下,如果外激励的周期与此常数成倍数,

那么共振有可能导致系统无界轨道的存在性,从而无穷远处不存在不变曲线. Ortega[88]

首先研究了此类系统的一个非光滑情况: 不对称的分段线性振子. 当外激励接近于一个
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常数, Ortega 证明了该系统所有解的有界性. Ortega 关于分段线性系统的结果 [1, 89]

更深刻地刻画了此类系统解的有界性: 当某个非共振条件满足, 则系统所有解都是有界

的, 否则存在无界解. Ortega 的结果对于线性碰撞振子[90] 也是成立的. 柳彬[67] 考虑了

更一般的次线性微分方程, 利用作用量-角变量, 证明了光滑的次线性微分方程与分段

线性系统具有类似的性质.

Fermi-Ulam 模型是 Fermi[33] 为了描述高能粒子在地球与大气层之间磁场作用下

的运动所提出的, 后来 Ulam[103] 将这一模型简化为一个质点在固定墙壁与周期运动

墙壁之间的自由运动. 限于当时计算机的运算速度, Ulam 采用了分段光滑的周期函

数作为墙壁的运动模式. 数值上发现, 对于某些初值, 质点的能量有显著的增大. 因此

Ulam 猜测对于这类模型无界轨道可能普遍存在. Laederich 和 Levi[59] 利用 Moser 扭

转定理证明了当墙壁的运动充分光滑时, Fermi-Ulam 模型所有的解都具有有界能量.

Zharnitsky [114] 证明了墙壁运动分段光滑时无界轨道的存在性, 这给出了早期数值实

验的理论解释. 在文献 [113, 115] 中, Zharnitsky 总结了处理这类碰撞问题的一般性方

法, 其适用于台球, 外台球以及 Fermi-Ulam 模型.

1.2.2 Aubry-Mather 集与混沌轨道

由微分方程得到的扭转映射大多不符合Aubry-Mather理论的框架[9, 73],因此Aubry-

Mather 理论在实际系统上的应用往往需要额外的处理. 根据 Ortega 的方法 [88, Sec-

tion 5], 可在两条不变曲线之间 (这两条不变曲线通常由 Moser 扭转定理所得到, 其频

率满足 Diophantine 条件) 构造一个标准的保边界保面积且单调扭转的映射. 因此, 根

据 Aubry-Mather 理论, 次谐轨道以及任意无理数相应的广义拟周期轨道都存在. 故可

以粗略地说, 如果 Moser 扭转定理可以使用, Aubry-Mather 理论的结论也部分地成立.

但由于 Aubry-Mather 理论所要求的光滑性较 KAM 理论低, 上述处理并不是最优的.

有许多文献对微分方程在较低光滑性条件下建立了扭转映射, 且验证了单调扭转条件,

但由于得到的扭转映射不是保持边界的, 严格意义下, Aubry-Mather 理论是无法应用

的.

对于扭转映射, 当作用量趋于无穷扭转也趋于无穷时, 可利用极小轨道具有旋转数

这一性质来限制轨道的增长. 由于扭转是趋于无穷的, 这种限制即足以保证极小轨道落

在变分空间的内部. 弹跳球模型是这类系统的一个典型例子, 文献 [68] 给出了具体的处

理细节. 另外一类情形的处理要困难一些, 即作用量趋于无穷而扭转趋于某个有限值.

超线性微分方程, 次线性微分方程, 线性碰撞振子以及 Fermi-Ulam 模型都属于这类情

形. 在这种情形下, 极小轨道具有旋转数这一性质便不足使得其落在变分空间的内部.



西南交通大学博士研究生学位论文 第 5 页

虽然针对的是具有非周期外激励的系统, Ortega 与 Kunze 的系列工作[56–58] 给了处理

这类问题的一个思路. 曹振邦等[16] 利用 Ortega 与 Kunze 的思路证明了在 𝐶2 光滑性

条件下 Fermi-Ulam 模型中 Aubry-Mather 集的存在性.

在研究扭转映射工作中时, 除了寻找 Mather 的不变曲线不存在判据之外[74], 还

有构造经典马蹄来确定混沌轨道的存在性, 例如对于简化的弹跳球模型即可构造马

蹄[104]; 或当系统存在双曲周期点与同宿异宿轨道时, Melnikov 方法也可用来证明混

沌轨道存在[98]. Mather[77] 证明了可积单调扭转映射中具有 Liouville 频率的不变曲线

可被任意小的扰动所破坏. 但对于实际的问题, 往往还需要 Mather 判据才能严格断

定不变曲线不存在. 关于不变曲线的不存在性研究方面, 在早期有 Mather 关于标准映

射[75], 台球[74] 以及 Boyland 关于外台球[10] 的工作. 由于大多数由微分方程得到的扭

转映射都是隐式的, 近几年由于 Mather 不变曲线不存在判据, 扭转映射才在实际力学

系统中有了应用. 具体细节可参考 Marò 等人关于弹跳球[71] 以及呼吸圆台球[12] 的工

作.

1.2.3 KAM 理论在其它系统中的应用

以上提到的理论及应用都属于 Hamilton系统 (扭转映射可看作是离散的 Hamilton

系统) 的范畴, 下面简要介绍一些 KAM 理论在其它系统应用方面的工作.

对于非 Hamilton 系统, KAM 理论往往处理的是不变环面上的流与线性流的光滑

共轭问题, 而非不变环面的存在性问题. 一般地, 不变环面的存在性是由系统在具有环

绕性质的区域的双曲性所保证. 例如如果一个自治系统存在双曲的极限环, 则在小的周

期激励下, 不变环面存在性由此极限环的双曲性保证[20, 43]; 证明经过超临界 NS 分岔

后形成的吸引不变圈的存在性[106] 用到了压缩映射原理而非处理小分母问题的牛顿迭

代法. Moser[81] 首先考虑了具有可逆 (Reversible) 性质的 Duffing 方程的拟周期激励

扰动问题. 在 Diophantine 条件下, Moser 证明了系统拟周期解的存在性. 前面所叙述

的关于无穷远处不变环面的存在性结果, 对于一些可逆系统[53] 也是成立的. Celletti 和

Chierchia[17] 考虑了卫星在开普勒轨道上运行的模型: Spin-Orbit 模型, 此模型考虑了

卫星运行时的耗散并引入了外激励项. 在无外激励时, Spin-Orbit 模型存在一条吸引的

周期轨道. 当系统具有小周期激励扰动时, Celletti 和 Chierchia 在 Diophantine 条件下

证明了系统吸引不变环面的存在性, 且限制在此环面上, 系统的流光滑共轭于环面上通

常的线性流.类似的结果也出现在耗散标准映射中[18].更多关于 KAM理论在耗散系统

中的应用方面工作, 可参见综述文献 [22].
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1.3 本文主要工作

本文的主要工作是:

(1) 研究了受激双面碰撞倒摆的全局动力学. 当存在外激励扰动时, 证明了系统低速

区域与高速区域不变环面的存在性, 且高速区域环面的存在性与外激励的扰动大

小无关. 设计了计算带有碰撞效应的不变流形的数值算法, 并发现低速区域环面

的破坏与鞍点不变流形的大范围缠结有关.

(2) 在不同的光滑性条件下, 分别利用 KAM 理论, 奇点附近的范式映射以及 Aubry-

Mather 理论研究了呼吸圆台球, 并证明了系统不变环面, 无界轨道以及 Aubry-

Mather 集的存在性.

(3) 在合适的假设下, 证明了带有干摩擦力的单自由度强迫振动系统正不变环面的存

在性, 并在数值上分析了该系统环面的破坏机理.

除本章外,本文第二章简要介绍了 Moser扭转定理, Aubry-Mather理论,并总结了

处理 Hamilton 系统时较常见的变换, 本文中的一部分结果基于这些内容.

本文第三章研究了双面碰撞倒摆的全局动力学. 以摆的同宿轨道为分界线, 分别利

用非光滑作用量-角变量变换以及碰撞系统的等价形式建立了低速区域与高速区域的

扭转映射. 本章还设计了针对碰撞系统的不变流形的数值算法. 将此算法应用到双面碰

撞倒摆, 数值地研究了低速区域不变流形的缠结与环面破坏之间的联系.

第四章至第五章研究呼吸圆台球模型在不同光滑性条件下的动力学性态. 第四章

研究呼吸圆台球角动量约化后的新 Fermi-Ulam模型.当半径函数是 𝐶7 类的周期函数,

证明了该系统无穷远处的不变曲线存在性. 这一结果蕴含了呼吸圆台球所有解的有界

性,并给出了 Kamphorst与 de Carvalho[49] 的结果的一个不同的证明.当呼吸圆台球的

半径函数分段光滑时, 证明了系统逃逸轨道的存在性, 因此解的有界性这一结果不再成

立. 本章详细给出了在奇点附近范式映射的计算步骤, 并讨论了逃逸轨道存在的机理.

特别地, 本章给出了一个新的因光滑性丧失而导致逃逸轨道存在的力学系统. 第五章考

虑在 Aubry-Mather 理论所要求的最低光滑性条件下呼吸圆台球 Aubry-Mather 集的

存在性. 基于文献 [9, 58] 的思路, 本章完整地给出了处理这类小扭转问题的理论细节,

并将该理论具体地应用到了呼吸圆台球模型.

第六章考虑带有干摩擦力及外激励的振子. 在适当的假设下, 本章证明了相位映射

的光滑性以及不变环面的存在性. 利用 KAM 理论在圆周映射方面的结果解释了不变

环面上的动力学. 并且数值上探讨了外激励扰动变大时系统不变环面的破坏.
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第 二 章 扭转映射与 Hamilton 系统

本章首先介绍扭转映射的定义以及 Moser 扭转定理, 并讨论了近可积扭转映射与

近可积 Hamilton系统之间的联系.为了给后续的章节作准备,本章总结了 Hamilton系

统中常见的一些变换, 这些变换对于将一些非光滑系统处理成近可积 Hamilton 系统是

关键的. 最后, 介绍了单调扭转映射的 Aubry-Mather 理论.

2.1 Moser 扭转定理

当涉及到不同的理论或定理时,如 KAM理论[82], Poincaré-Birkhoff不动点定理[14],

Aubry-Mather 理论[8, 73] 等, 扭转映射的基本定义都略有不同. 为了在本文中统一, 我

们选定其中一个定义.

定义 2.1.1. 设 [𝑎, 𝑏] 为一非空闭区间, 𝑆1 = ℝ/ℤ 为圆周. 映射

𝑓 ∶ 𝑆1 × [𝑎, 𝑏] → 𝑆1 × ℝ

称为扭转映射, 如果 𝑓 为从 𝑆1 × [𝑎, 𝑏] 到 𝑓(𝑆1 × [𝑎, 𝑏]) 的保向同胚, 且 𝑓 满足图交性
质:

若 𝛾 为 𝑆1 × [𝑎, 𝑏] 中一条同伦非平凡的闭曲线, 则 𝛾 与 𝑓(𝛾) 之交非空,

这里同伦非平凡的闭曲线指的是不可连续地收缩成一点的闭曲线, 严格的定义可参见

[85].

定义 2.1.2. 设 (𝜃, 𝑟) ∈ 𝑆1 × [𝑎, 𝑏], 如果扭转映射 𝑓 ∶ 𝑆1 × [𝑎, 𝑏] → 𝑆1 × ℝ 的形式为

⎧{
⎨{⎩

𝜃′ = 𝜃 + 𝛼(𝑟),
𝑟′ = 𝑟,

其中 𝛼 为 [𝑎, 𝑏] 上的连续函数, 则称 𝑓 为可积扭转映射.

可积扭转映射的动力学是清晰的: 对每个 𝑟∗ ∈ [𝑎, 𝑏], 曲线 {(𝜃, 𝑟) ∶ 𝑟 = 𝑟∗} 是不变
曲线, 且 𝑓 限制在此曲线上为圆周上的平移: 𝜃 ↦ 𝜃 + 𝛼(𝑟∗) (称 𝛼(𝑟∗) 为此不变曲线的
频率). 一般地, 若一个扭转映射为一个可积扭转映射的小扰动, 则称其为近可积扭转映

射. 著名的 Moser 扭转定理断定: 对于充分光滑的可积扭转映射 𝑓 , 且 𝑓 的扭转是单调
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的 (即函数 𝛼 是严格单调递增的), 那么具有 Diophantine 频率的不变曲线在充分光滑

的小扰动下仍然是不变曲线.在给出 Moser扭转定理的完整叙述之前,需要介绍函数的

范数这一概念.

定义 2.1.3. 设 𝑘 ≥ 0为整数.考虑 𝐶𝑘 类函数 𝑔 ∶ 𝑆1 ×[𝑎, 𝑏] → ℝ,设 (𝜃, 𝑟) ∈ 𝑆1 ×[𝑎, 𝑏].
定义

|𝑔|𝐶𝑘 = max
(𝜃,𝑟)∈𝑆1×[𝑎,𝑏]

0≤𝑚+𝑛≤𝑘

| 𝜕𝑚+𝑛

𝜕𝜃𝑚𝜕𝑟𝑛 𝑔(𝜃, 𝑟)|,

其中 𝑚, 𝑛 ≥ 0 为整数, 称 |𝑔|𝐶𝑘 为 𝑔 在 𝑆1 × [𝑎, 𝑏] 上的 𝐶𝑘 函数类范数.

注 2.1.1. 以上的函数范数定义并不局限于区域 𝑆1 × [𝑎, 𝑏], 对于定义在其他的区域的 𝑘
阶可微函数, 其 𝐶𝑘 函数类范数的定义是类似的. 在本文中, 当函数 𝑔 的定义域确定后,

|𝑔|𝐶𝑘 即为 𝑔 在其定义域上的 𝐶𝑘 函数类范数.

定理 2.1.1 (Moser 扭转定理[44, 80, 82]). 设 𝑓 ∶ 𝑆1 × [𝑎, 𝑏] → 𝑆1 × ℝ 为扭转映射, 𝑓 的
表达式如下:

⎧{
⎨{⎩

𝜃′ = 𝜃 + 𝛼(𝑟) + 𝑔1(𝜃, 𝑟),
𝑟′ = 𝑟 + 𝑔2(𝜃, 𝑟).

其中 𝛼, 𝑔1, 𝑔2 分别为 𝑆1 及 𝑆1 × [𝑎, 𝑏] 上的 𝐶𝑘 类 (𝑘 > 3) 函数, 𝛼′(𝑟) ≥ 𝛿 > 0 (𝛿 为
常数). 则存在 𝜖0 > 0, 当 |𝑔1|𝐶𝑘, |𝑔2|𝐶𝑘 < 𝜖 ≤ 𝜖0 时, 存在如下形式的 𝑓-不变曲线:

𝑟 = 𝑐 + 𝑢(𝜉), 𝜃 = 𝜉 + 𝑣(𝜉)

使得 𝑓 限制在此曲线上为映射 𝜉 ↦ 𝜉 + 𝜔, 其中 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) 为常数, 𝑢, 𝑣 为 1-周期可微

函数, 𝜔 ∈ [𝛼(𝑎), 𝛼(𝑏)] 为无理数且满足 Diophantine 条件:

|𝜔 − 𝑝
𝑞 | ≥ 𝛾𝑞−𝜏

对所有的整数 𝑞, 𝑝 成立, 其中 𝑞 ≠ 0, 𝛾, 𝜏 为与 𝜖 相关的常数. 并且, 对任意的满足上述

Diophantine 条件的 𝜔 ∈ [𝛼(𝑎), 𝛼(𝑏)], 以 𝜔 为频率的不变曲线都存在; 当 𝜖 → 0 时, 不

变曲线的测度趋于 𝑆1 × [𝑎, 𝑏] 的全测度.

注 2.1.2. 如果 𝑓 的形式为

⎧{
⎨{⎩

𝜃′ = 𝜃 + 𝜖𝑟 + 𝑚1(𝜃, 𝑟, 𝜖),
𝑟′ = 𝑟 + 𝑚2(𝜃, 𝑟, 𝜖).
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其中对每个 𝜖 ∈ (0, 𝜖0], 𝑚1(⋅, ⋅, 𝜖), 𝑚2(⋅, ⋅, 𝜖) 都为 𝑆1 × [𝑎, 𝑏] 上的 𝐶𝑘 类 (𝑘 > 3) 函数,

且对 𝜖 ∈ (0, 𝜖0] 有 |𝑚1|𝐶𝑘, |𝑚2|𝐶𝑘 < 𝜖1+𝜈, 其中 𝜈 > 0 为不依赖于 𝜖 的常数. 那么类似

的定理仍成立, 文献中称作是 Moser 小扭转定理[64].

以上关于可积扭转映射与近可积扭转映射的讨论与结果都属于离散动力系统的范

畴. 第一章中, 本文已经初步介绍过连续系统的可积性概念, 下面给出严格的定义.

定义 2.1.4. 考虑 𝑛 自由度的 Hamilton 系统

̇𝑝 = −𝜕𝐻
𝜕𝑞 (𝑝, 𝑞), ̇𝑞 = 𝜕𝐻

𝜕𝑝 (𝑝, 𝑞), (2–1)

其中 𝑝 ∈ 𝑈 , 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 为开集, 𝑞 ∈ 𝕋𝑛 ≅ ℝ𝑛/ℤ𝑛, 𝐻 ∶ 𝑈 × 𝕋𝑛 → ℝ 是 𝐶2 类函

数. 称系统 (2–1) 为可积 Hamilton 系统, 如果函数 𝐻 仅与 𝑝 相关, 即存在 𝐶2 类

函数 ℎ ∶ 𝑈 → ℝ 使得 𝐻(𝑝, 𝑞) = ℎ(𝑝); 称系统 (2–1) 为近可积 Hamilton 系统, 如果

𝐻(𝑝, 𝑞) = ℎ(𝑝) + ℎ1(𝑝, 𝑞, 𝑡), 其中 ℎ1 ∶ 𝑈 × 𝕋𝑛 × 𝑆1 → ℝ 为 𝐶2 类函数, 且其 𝐶2 类范

数小于某个小量 𝜖 > 0.

可积系统的不变环面在小扰动下的保持性称为 Kolmogorov 定理或者 KAM 定理,

其完整叙述可参见文献 [48]. 为了解释近可积 Hamilton 系统与近可积扭转映射的关系,

在这里考虑一个典型的例子, 许多系统均可以化简成此范例. 考虑 ℝ × 𝑆1 × 𝑆1 上的

Hamilton 函数:

𝐻(𝐼, 𝜃, 𝑡) = ℎ(𝐼) + ℎ1(𝐼, 𝜃, 𝑡),

其中 𝐻, ℎ, ℎ1 为 𝐶4 类的函数, ℎ′(𝐼), ℎ″(𝐼) ≥ 𝛿 > 0 对 𝐼 充分大时成立, ℎ1 的 𝐶4 范

数为小量. 通常的 Hamilton 系统需要做作用量-角变量变换才可得到上述 Hamilton 函

数. 𝐻 相应的 Hamilton 方程为

⎧{
⎨{⎩

̇𝐼 = −𝜕ℎ1/𝜕𝜃,
̇𝜃 = ℎ′(𝐼) + 𝜕ℎ1/𝜕𝐼.

(2–2)

当 𝐼 充分大时,系统 (2–2)的不变环面的存在性可直接由近可积 Hamilton系统的 KAM

定理[48] 所保证. 但同样也可以用 Moser 扭转定理来说明不变环面的存在性. 在 𝐼 充分
大的区域取时间-1-映射 (即时间间隔为 1 的时间 Poincaré 映射, 也称作为频闪映射),

可形式地得到
⎧{
⎨{⎩

𝐼′ = 𝐼 + 𝑔1(𝐼, 𝜃),
𝜃′ = ℎ′(𝐼) + 𝑔2(𝐼, 𝜃).
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由于 ℎ1 的各阶导数都很小, 根据解对初值的依赖性[70], 𝑔1, 𝑔2 也是 𝐶4 类的且其各阶

导数也是较小的, 而图交性质又是 Hamilton 系统时间截面映射的一条基本性质[27], 故

上述时间-1-映射满足 Moser 扭转定理的条件. 另一方面, Moser[83] 证明了可从一个单

调扭转映射 (具体定义见本章第 3 节) 构造 Hamilton 系统, 使得此 Hamilton 系统的时

间-1-映射为此单调扭转映射, 因此扭转映射也称作是一类离散的 Hamilton 系统. 从下

一小节介绍的 Aubry-Mather 理论可看出二者的形式甚至也有相似之处.

2.2 Hamilton 系统中的常见变换

上节已经说明如何从近可积 Hamilton 系统 (2–2) 得到一个近可积的扭转映射, 此

扭转映射满足 Moser 扭转定理的条件. 但对于实际的系统, 特别是非光滑系统, 往往需

要对方程作许多变换才能得到系统 (2–2) 的形式. 这些变换, 如作用量-角变量变换与尺

度化变换等, 本质上依赖于 Hamilton 矢量场的几何性质. 下面在几何的意义下讨论这

些变换.

为了叙述方便, 这里重新给出 𝑛 自由度的 Hamilton 方程:

̇𝑝 = −𝜕𝐻
𝜕𝑞 (𝑝, 𝑞, 𝑡), ̇𝑞 = 𝜕𝐻

𝜕𝑝 (𝑝, 𝑞, 𝑡), (2–3)

其中 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ𝑛, 𝐻 ∶ ℝ𝑛 × ℝ𝑛 × ℝ → ℝ 是 𝐶2 类函数. Hamilton 系统的几何描述涉及到

一个重要的概念, 称为积分不变量.

定义 2.2.1. 令 𝑔𝑖 ∶ ℝ𝑛 → ℝ 为 𝐶1 类函数 (𝑛 ≥ 3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛), 𝐹 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 为 ℝ𝑛 中

的 𝐶1 矢量场. 设 𝐶2 − 𝐶1 为 ℝ𝑛 中定向柱面的边界, 此柱面由 𝐹 的相轨线构成, 见图

2-1. 如果对于任意满足上述要求的 𝐶1, 𝐶2, 都有

∫
𝐶1

𝑛
∑
𝑖=1

𝑔𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖 = ∫
𝐶2

𝑛
∑
𝑖=1

𝑔𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖,

其中 𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛, 则称 1-形式 ∑𝑛
𝑖=1 𝑔𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖 为矢量场 𝐹 的积分不变量.

关于微分形式以及外微分运算等概念,可参见 [4, Chapter 7].下面的定理说明积分

不变量是一个几何的概念. 沿用定义 2.2.1 中的记号, 有如下重要结论:

定理 2.2.1. [4] 1-形式 ∑𝑛
𝑖=1 𝑔𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖 是矢量场 𝐹 的积分不变量当且仅当矢量场 𝐹 是
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图 2-1 由 𝐹 的相轨线构成的定向圆柱.

1-形式 ∑𝑛
𝑖=1 𝑔𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖 的核, 即:

𝑑(
𝑛

∑
𝑖=1

𝑔𝑖(𝑥)𝑑𝑥𝑖)(𝐹(𝑥), ⋅) = 0,

其中 𝑑 为微分形式的外微分算子.

推论 2.2.1. [4] 1-形式 ∑𝑛
𝑖=1 𝑝𝑖𝑑𝑞𝑖 − 𝐻𝑑𝑡 是系统 (2–3) 的扩展矢量场的积分不变量.

证明: 系统 (2–3) 的扩展矢量场为

𝑋 = (−𝜕𝐻
𝜕𝑞 , 𝜕𝐻

𝜕𝑝 , 1).

对任意的 𝜉 = (𝜉1, ⋯ , 𝜉2𝑛+1) ∈ ℝ2𝑛+1, 直接计算可得

𝑑(
𝑛

∑
𝑖=1

𝑝𝑖𝑑𝑞𝑖 − 𝐻𝑑𝑡)(𝑋, 𝜉) =
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑑𝑝𝑖 ∧ 𝑑𝑞𝑖 − 𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑖

𝑑𝑝𝑖 ∧ 𝑑𝑡 − 𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

𝑑𝑞𝑖 ∧ 𝑑𝑡)(𝑋, 𝜉)

=
𝑛

∑
𝑖=1

(∣−
𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

𝜉𝑖+𝑛
𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑖

𝜉𝑖
∣ − 𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
∣−

𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

𝜉𝑖+𝑛

1 𝜉2𝑛+1
∣ − 𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
∣
𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑖

𝜉𝑖

1 𝜉2𝑛+1
∣) = 0.

由于 𝜉 是任意的, 由定理 2.2.1 即得到结论.

1-形式∑𝑛
𝑖=1 𝑝𝑖𝑑𝑞𝑖−𝐻𝑑𝑡称作是 Poincaré-Cartan积分不变量.为了书写方便,常常

忽略求和符号而将其记为 𝑝𝑑𝑞−𝐻𝑑𝑡.文献中或是教科书中常把上述推论称作是 Hamil-

ton 矢量场的积分曲线与 Poincaré-Cartan 积分不变量联系的不变性. 这是由于外微分
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算子是一个几何的概念, 所以等式

𝑑(𝑝𝑑𝑞 − 𝐻𝑑𝑡)(𝑋, ⋅) = 0 (2–4)

的成立与坐标的选择无关. 因此, Hamilton 矢量场在不同的坐标下完全由在此坐标下

的积分不变量所确定. 故在不同的坐标下, 只需要关心 Poincaré-Cartan 积分不变量在

不同坐标下的变化即可. 另外注意到由于式 (2–4) 中运算的线性性质, 积分不变量乘以

某个常数不改变 Hamilton 矢量场的方向.

命题 2.2.1. [4] 假设映射 Φ ∶ (𝑝, 𝑞, 𝑡) ↦ (𝑃 , 𝑄, 𝑇 ) 为微分同胚, 其中 (𝑃 , 𝑄, 𝑇 ) ∈ ℝ𝑛 ×
ℝ𝑛 × ℝ, 且有

𝑝𝑑𝑞 − 𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑃𝑑𝑄 − 𝐾(𝑃 , 𝑄, 𝑇 )𝑑𝑇 + 𝑑𝑆(𝑃 , 𝑄, 𝑇 ),

其中 𝐾, 𝑆 为 ℝ𝑛 × ℝ𝑛 × ℝ 上的函数. 则在坐标 (𝑃 , 𝑄, 𝑇 ) 下, 方程 (2–3) 变为

𝑑𝑃
𝑑𝑇 = −𝜕𝐾

𝜕𝑄 (𝑃 , 𝑄, 𝑇 ), 𝑑𝑄
𝑑𝑇 = 𝜕𝐾

𝜕𝑃 (𝑃 , 𝑄, 𝑇 ).

推论 2.2.2 (辛变换[4]). 假设微分同胚 Φ ∶ (𝑝, 𝑞) ↦ (𝑃 , 𝑄) 是辛变换, 即

𝑛
∑
𝑖=1

𝑑𝑝𝑖 ∧ 𝑑𝑞𝑖 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑑𝑃𝑖 ∧ 𝑑𝑄𝑖,

则在坐标 (𝑃 , 𝑄) 下, 方程 (2–3) 变为

̇𝑃 = −𝜕𝐾
𝜕𝑄 (𝑃 , 𝑄, 𝑡), 𝑄̇ = 𝜕𝐾

𝜕𝑃 (𝑃 , 𝑄, 𝑡),

其中 𝐾(𝑃 , 𝑄, 𝑡) = 𝐻(𝑝(𝑃 , 𝑄), 𝑞(𝑃 , 𝑄), 𝑡), 𝑝(𝑃 , 𝑄), 𝑞(𝑃 , 𝑄) 由 Φ−1 所确定.

最常用到的辛变换是作用量-角变量变换, 参见 [4] 或者本文第三, 四章. 另外一种

变换 (称作是尺度化变换) 虽然不是辛变换, 但其仍然保持 Hamilton 系统的结构. 当需

要提取系统的某个主要项而将其次要项当作扰动时, 尺度化变换通常是非常有效的. 由

于尺度化变换在本文第三, 第四章均有所使用, 且其不在通常的教科书中出现, 在这里

给出一个严格的叙述及证明.

命题 2.2.2 (尺度化变换). 取 𝜖 ≠ 0, 𝛼, 𝑘1, 𝑘2, 𝑙1, 𝑙2 为常数, 且这些常数满足: 𝑘1 + 𝑘2 =
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𝑙1 + 𝑙2 = 𝛼. 如果作变换 (𝑝, 𝑞, 𝑡) ↦ (𝑃 , 𝑄, 𝑇 ), 其中

𝜖𝑘1𝑝 = 𝑃 , 𝜖𝑘2𝑞 = 𝑄, 𝜖𝑙2𝑡 = 𝑇 ,

那么系统 (2–3) 在坐标 (𝑃 , 𝑄, 𝑇 ) 下为新的 Hamilton 系统, 其广义动量, 广义坐标,

Hamilton 量以及时间分别为 (𝑃 , 𝑄, 𝜖𝑙1𝐻, 𝑇 ).

证明: 函数 𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑡)相应的 Hamilton方程为方程 (2–3).在新坐标 (𝑃 , 𝑄)以及新的时
间 𝑇 下, 此方程转变为

𝑑𝑃
𝑑𝑇 = 𝑑(𝜖𝑘1𝑝)

𝑑𝜖𝑙2𝑡 = −𝜖𝑘1−𝑙2
𝜕𝐻
𝜕𝑞 = −𝜖𝑘1+𝑘2−𝑙2

𝜕𝐻
𝜕𝑄 = −𝜖𝑙1

𝜕𝐻
𝜕𝑄 ,

𝑑𝑄
𝑑𝑇 = 𝑑(𝜖𝑘2𝑞)

𝑑𝜖𝑙2𝑡 = 𝜖𝑘2−𝑙2
𝜕𝐻
𝜕𝑝 = −𝜖𝑘1+𝑘2−𝑙2

𝜕𝐻
𝜕𝑃 = 𝜖𝑙1

𝜕𝐻
𝜕𝑃 .

而上述方程正是函数 𝜖𝑙1𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑡) = 𝜖𝑙1𝐻(𝑃/𝜖𝑘1, 𝑄/𝜖𝑘2, 𝑇 /𝜖𝑙2𝑡) 相应的 Hamilton 方

程.

实际上, 上述命题的本质是由于 1-形式 𝑝𝑑𝑞 − 𝐻𝑑𝑡 乘以某个常数并不会改变其核:

𝜖𝛼(𝑝𝑑𝑞 − 𝐻𝑑𝑡) = 𝜖𝑘1𝑝𝑑(𝜖𝑘2𝑞) − 𝜖𝑙1𝐻𝑑(𝜖𝑙2𝑡).

以下的变换具有将时间与广义坐标进行交换的作用. 同样地, 在这里给出严格叙述

与证明.

推论 2.2.3 (时间与广义坐标的交换). 设 𝑛 = 1, 变换 Φ ∶ (𝑝, 𝑞, 𝑡) ↦ (ℎ, 𝑡, 𝑞) 是微
分同胚, 其中 ℎ = 𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑡). 那么在坐标 (ℎ, 𝑡, 𝑞) 下, 系统 (2–3) 仍为 Hamilton 系

统, 此时新坐标下的广义动量, 广义坐标, Hamilton 量以及时间分别为 (ℎ, 𝑡, 𝑝, 𝑞), 其中
𝑝 = 𝑝(ℎ, 𝑡, 𝑞), 𝑝 的表达式由 Φ−1 所确定.

证明: 首先运用尺度化变换. 取 𝜖 = −1, 𝑘1 = 𝑙1 = 1, 𝑘2 = 𝑙2 = 0. 我们有

−(𝑝𝑑𝑞 − 𝐻𝑑𝑡) = −𝑝𝑑𝑞 + 𝐻𝑑𝑡.

此时系统的广义动量, 广义坐标, Hamilton 量以及时间分别为 (−𝑝, 𝑞, −𝐻, 𝑡). 而在变换
Φ 下, 有

−𝑝𝑑𝑞 + 𝐻𝑑𝑡 = ℎ𝑑𝑡 − 𝑝𝑑𝑞.

由命题 2.2.1 即得到结论.
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本文对Hamilton系统的处理均在上述变换的范围内.由于上述变换均联系着 𝑝𝑑𝑞−
𝐻𝑑𝑡, 在之后的章节中仅在不同的坐标下写出积分不变量, 而不再提及具体用到了哪类

变换.

2.3 Aubry-Mather 理论

一般地,考虑提升以后的扭转映射对于理论的叙述是方便的[73].考虑保面积扭转映

射 𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ2, 𝑓(𝜃, 𝑟) = (𝜃′, 𝑟′), ∀(𝜃, 𝑟) ∈ ℝ2, 𝑓(𝜃 + 1, 𝑟) = (𝜃′ + 1, 𝑟′), 𝑓 满足单调扭
转条件: 𝜕𝜃′/𝜕𝑟 ≥ 𝛿 > 0, 其中 𝛿 为一个常数. 满足以上条件的扭转映射也称作为单调

扭转映射.

首先说明一个重要事实: 给定 (𝜃, 𝜃′) ∈ ℝ × ℝ, (𝑟, 𝑟′) 唯一地由 (𝜃, 𝜃′) 确定. 实际

上, 由单调扭转条件, 𝑓({𝜃} × ℝ) 与平面上的直线 {𝜃 = 𝜃′} 有唯一的交点 (𝜃′, 𝑟′), 故 𝑟′

可由 (𝜃, 𝜃′) 唯一确定. 再从逆映射 𝑓−1 确定 𝑟, (𝑟, 𝑟′) 即唯一确定. 记 𝑟 = 𝑟(𝜃, 𝜃′), 𝑟′ =
𝑟′(𝜃, 𝜃′). 由于 det(𝑑𝑓) ≡ 1, 那么有

𝑑(𝑟(𝜃, 𝜃′)𝑑𝜃 − 𝑟′(𝜃, 𝜃′)𝑑𝜃′) = 𝑑𝑟 ∧ 𝑑𝜃 − 𝑑𝑟′ ∧ 𝑑𝜃′ = 0.

由于 ℝ × ℝ 是单连通的, 故存在 𝐶2 类函数 ℎ ∶ ℝ × ℝ → ℝ 使得:

𝑑ℎ(𝜃, 𝜃′) = 𝑟𝑑𝜃 − 𝑟′𝑑𝜃′ 且 ℎ(𝜃 + 1, 𝜃′ + 1) = ℎ(𝜃, 𝜃′).

ℎ 称作是扭转映射 𝑓 的生成函数. 上述论述更精确的叙述可参见 [73]. 基于以上的讨论,

有

𝑓(𝜃, 𝑟) = (𝜃′, 𝑟′) ⇔
⎧{
⎨{⎩

𝑟 = ℎ1(𝜃, 𝜃′),
𝑟′ = −ℎ2(𝜃, 𝜃′),

其中 ℎ𝑖 (𝑖 = 1, 2) 为 ℎ 关于第 𝑖 个变量的偏导. 上述方程与 Hamilton 方程组的相似之

处也是扭转映射被称作是一类离散 Hamilton 系统的原因之一.

生成函数 ℎ 被称作离散问题的作用量, 具体原因如下. 对于 (𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑛) ∈ ℝ𝑛, 定义

函数

𝐻(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑛) =
𝑛−1
∑
𝑖=1

ℎ(𝜃𝑖, 𝜃𝑖+1).

如果固定 𝜃1, 𝜃𝑛, 对任意的 (𝜃∗
2, ⋯ , 𝜃∗

𝑛−1) ∈ ℝ𝑛−2 都有

𝐻(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑛) ≤ 𝐻(𝜃1, 𝜃∗
2, ⋯ , 𝜃∗

𝑛−1, 𝜃𝑛),
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称 (𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑛) 是极小的. 如果 {𝜃𝑖}𝑖∈ℤ 的任意子段都是极小的, 称 {𝜃𝑖}𝑖∈ℤ 是极小构型.

另外, 对于 {𝜃𝑖}𝑖∈ℤ, 若对任意的 𝑖 ∈ ℤ 有

ℎ2(𝜃𝑖−1, 𝜃𝑖) + ℎ1(𝜃𝑖, 𝜃𝑖+1) = 0,

称 {𝜃𝑖}𝑖∈ℤ 是平衡构型. 不难看出, 极小构型都为平衡构型. 综合地有:

{𝜃𝑖}𝑖∈ℤ 是平衡构型⇔ 𝑓(𝜃𝑖, 𝑟𝑖) = (𝜃𝑖+1, 𝑟𝑖+1),

其中 𝑟𝑖 = ℎ1(𝜃𝑖, 𝜃𝑖+1).
极小构型 {𝜃𝑖}𝑖∈ℤ 的一个重要性质是其可以作为某个圆周同胚的一条轨道

[8], 从而

极小构型的旋转数这一定义:

𝜌(𝜃) = lim
𝑖→∞

𝜃𝑖
𝑖

是有意义的, 其中 𝜃 = {𝜃𝑖}𝑖∈ℤ 为极小构型. 关于圆周同胚以及旋转数等相关概念, 可参

见 [105, 112].

定理 2.3.1 (Aubry-Mather定理[7, 8, 73]). 对任意的 𝛼 ∈ ℝ,存在以 𝛼为旋转数的极小构
型.当 𝛼 = 𝑝/𝑞 时 (𝑝, 𝑞 为互素的整数, 𝑞 ≠ 0),存在极小构型 {𝜃𝑖}𝑖∈ℤ 使得 𝜃𝑖+𝑞 = 𝜃𝑖 +𝑝
对任意的 𝑖 均成立; 当 𝛼 ∈ ℝ\ℚ, 以 𝛼 为旋转数的极小构型 {𝜃𝑖}𝑖∈ℤ 的闭包 (这里将极

小构型作为 ℝ/ℤ 的子集) 为整个圆周或是圆周上的 Cantor 集.

注 2.3.1. 文献 [8] 直接从生成函数出发来研究极小构型, 在合适的假设下, 生成函数甚

至只需要具有连续性即可保证极小构型的存在性. 本文第五章也是基于类似的思路.

2.4 本章小结

本章介绍了本文中最常用到的理论框架: 几类扭转映射定理及 Hamilton 系统的几

何性质; 详细地叙述了 KAM 理论中关于扭转映射的结果, 以及其与近可积 Hamilton

系统之间的联系; 总结了依赖 Hamilton 系统的几何性质的几类常见变换, 并给出了文

献中常出现的尺度化变换以及时间与坐标交换变换的证明; 最后, 介绍了单调扭转映射

的 Aubry-Mather 理论.



第 16 页 西南交通大学博士研究生学位论文

第 三 章 双面碰撞倒摆的拟周期解及不变流形

3.1 引言

单摆是最经典的非线性系统之一. 在周期激励下, 单摆的全局动力学分析往往需要

借助现代动力系统的分析手段, 例如 KAM 理论[63, 108], Melnikov 方法[31, 32], 以及变分

方法[72, 84] 等. 关于单摆动力学的全局分析, 可参见综述文献 [72].

近年来,由于非光滑系统受到了广泛关注 (例如可参见文献 [28, 100, 101, 107, 109]),

双面碰撞倒摆模型也引了众多学者的关注. Chow与 Shaw[21] 研究了该模型的一个线性

化系统,分析了系统的次谐轨道以及分岔. Shaw与 Rand[96] 使用 Melnikov方法研究了

该系统混沌轨道的存在性. 杜正东与张伟年[32] 用 Melnikov 方法研究了一般性的碰撞

非线性振子, 并给出了 𝑛-阶 Melnikov 函数的计算方法. 近年来关于双面碰撞倒摆的研

究, 可参见 [31, 39, 42, 102].

上述关于双面碰撞倒摆的工作大多数基于 Melnikov 方法, 得到的结论是次谐轨道

以及混沌轨道的存在性. 本文考虑 KAM 理论在此非光滑系统中的应用. 启发于 Zhar-

nitsky[116] 处理平面凸台球的技巧, 本章在适当的假设下将双面碰撞倒摆相空间中的几

个区域约化为一个近可积的单调扭转映射. 运用 Moser 扭转定理与 Moser 小扭转定理,

得到了系统在低速以及高速区域不变环面的存在性. 文献 [116] 处理这类碰撞问题时假

设未扰系统及扰动量是解析的, 在本章中对这一限制作了适当的处理使得未扰系统及

扰动量是 𝐶5 类的光滑性即可. 通过数值计算验证了低速及高速区域不变环面的存在

性. 除此以外, 本章还给出了计算低速与高速区域之间扰动不变流形的数值算法, 并利

用此方法探究了系统低速区域环面破坏的机理.

3.2 双面碰撞倒摆模型及本章主要结果

考虑双面碰撞倒摆如图 3-1 所示. 该模型可由如下二阶微分方程描述:

̇𝑥 =𝑦,

̇𝑦 =𝑔
𝑙 sin 𝑥 − 𝑉𝑥(𝑥, 𝑡),

(3–1)

其中 (𝑥, 𝑦) ∈ [−𝜉, 𝜉] × ℝ , 0 < 𝜉 < 𝜋/2, 𝑔 为重力加速度, 𝑙 为杆长, 𝑉 ∶ [−𝜉, 𝜉] × 𝑆1 是

𝐶𝑟 (𝑟 ≥ 5) 类函数. 𝑉𝑥(𝑥, 𝑡) 在方程中可看作是一个一般的扰动项. 假设当球与墙壁的

碰撞是完全弹性的, 即当 |𝑥| = 𝜉 时 𝑦 → −𝑦. 不失一般性, 在本章中始终假设 𝑔/𝑙 = 1.
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图 3-1 双面碰撞倒摆模型.

系统 (3–1) 的 Hamilton 量为

𝐻(𝑦, 𝑥, 𝑡) = 1
2𝑦2 + cos 𝑥 + 𝑉 (𝑥, 𝑡).

当 𝑉 (𝑥, 𝑡) = 0, 系统为保守系统, 等能集 {(𝑥, 𝑦) ∶ 1
2𝑦2 + cos 𝑥 = ℎ} 的结构是清晰的, 见

图 3-2. 定义如下区域:

 

图 3-2 𝑉 = 0 时系统 (3–1) 的相图.

I ∶= {(𝑥, 𝑦) ∶ cos 𝜉 < ℎ < 1 − 𝜉 < 𝑥 < 0},

II ∶= {(𝑥, 𝑦) ∶ cos 𝜉 < ℎ < 1 𝜉 > 𝑥 > 0},
} → 低速区域

III ∶= {(𝑥, 𝑦) ∶ ℎ > 1, −𝜉 < 𝑥 < 𝜉} → 高速区域.
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从图 3-2 可以看到, 区域 I 与 II 的相图近似于一个单面碰撞的非线性振子, 区域 III 的

动力学与经典的 Fermi-Ulam 模型[16, 115] 有相似之处.

通常取碰撞面为截面来研究这类系统, 此截面的首次回归映射 (即 Poincaré 映射)

反映了系统的动力学. 下面定理为本章的主要结果.

定理 3.2.1. 假设 𝑉 (𝑥, 𝑡) 是 𝐶𝑟 (𝑟 ≥ 5) 类函数, 那么有以下结论

(i) 令 [ℎ0, ℎ1] ⊂ (cos 𝜉, 1) 为一非空闭区间. 则存在常数 𝜖0 > 0, 使得当 𝜖 ∈ [0, 𝜖0],
且 |𝑉 |𝐶5 ≤ 𝜖 在 [−𝜉, 𝜉] × 𝑆1 上成立时, 系统 (3–1) 以

{(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −𝜉, 𝑦 ∈ [√2ℎ0 − 2 cos 𝜉 + 𝑂(𝜖), √2ℎ1 − 2 cos 𝜉 + 𝑂(𝜖)]}

为截面的 Poincaré 映射存在正测度的不变曲线; 并且当 𝜖 → 0 时不变曲线的测
度趋于集合

𝑆1 × [√2ℎ0 − 2 cos 𝜉 + 𝑂(𝜖), √2ℎ1 − 2 cos 𝜉 + 𝑂(𝜖)]

的全测度. 同样的结果对于以

{(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = 𝜉, 𝑦 ∈ [√2ℎ0 − 2 cos 𝜉 + 𝑂(𝜖), √2ℎ1 − 2 cos 𝜉 + 𝑂(𝜖)]}.

为截面的 Poincaré 映射也成立.

(ii) 存在常数 𝜖1 > 0, 使得当 𝜖 ∈ (0, 𝜖1) 时, 系统 (3–1) 以

{(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = 𝜉, 𝑦 ∈ [−4𝜉
𝜖 + 𝑂(𝜖), −2𝜉

𝜖 + 𝑂(𝜖)]}

为截面的 Poincaré 映射存在不变曲线. 特别地, 系统 (3–1) 的所有解是有界的,

即

sup
𝑡∈ℝ

(|𝑥(𝑡)| + |𝑦(𝑡)|) < ∞.

3.3 碰撞系统的等价系统及非光滑作用量-角变量变换

本节首先引入了单边弹性碰撞系统的一个等价系统: 这个等价系统不仅允许轨线

穿过碰撞面, 而且也使得系统的 Hamilton 函数非光滑化. 这个等价系统首先由 Ivanov

与 Markeev[46] 发现, 随后 Zharnitsky[116] 将这个方法引入到平面凸台球系统中, 结合
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非光滑作用量-角变量变换, Zharnitsky[113] 大大化简了解析情况下 Lazutkin[60] 关于平

面凸台球边界附近不变曲线的存在性证明.下面关于系统 (3–1)的处理即启发于上述工

作.

3.3.1 弹性碰撞系统的等价系统

考虑单自由度系统:
⎧{
⎨{⎩

̇𝑥 = 𝑦,

̇𝑦 = −𝑤𝑥(𝑥, 𝑡),
(3–2)

其中 (𝑥, 𝑦) ∈ [0, ∞)×ℝ, 𝑤 ∶ ℝ2 → ℝ为一个 𝐶2 类的函数. 假设在 𝑥 = 0处有一刚性墙
壁, 且质点与墙壁的碰撞是完全弹性的, 即当 𝑥(𝑡) = 0 时 𝑦(𝑡−) → −𝑦(𝑡+). 系统 (3–2)

的等价系统为

⎧{
⎨{⎩

̇𝑥 = 𝑦,

̇𝑦 = −𝑤𝑥(𝑥, 𝑡),
𝑥 > 0, (∗)

⎧{
⎨{⎩

̇𝑥 = 𝑦,

̇𝑦 = 𝑤𝑥(−𝑥, 𝑡).
𝑥 < 0 (∗∗) (3–3)

下面解释这一点. 注意到, 如果方程 (∗) 以 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ≥ 0, 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 为初值的解为

(𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0, 𝑦0), 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑥0, 𝑦0)),

其中当 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] 时 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0, 𝑦0) ≥ 0, 则

(−𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0, 𝑦0), −𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑥0, 𝑦0))

是方程 (∗∗) 以 𝑥(𝑡0) = −𝑥0 ≤ 0, 𝑦(𝑡0) = −𝑦0 为初值的解. 设系统 (3–2) 的一个解为

{(𝑥(1)(𝑡), 𝑦(1)(𝑡)), (𝑥(2)(𝑡), 𝑦(2)(𝑡)), ..., (𝑥(𝑛)(𝑡), 𝑦(𝑛)(𝑡)), ...},

其中对任意的 𝑖, 当 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], (𝑥(𝑖)(𝑡), 𝑦(𝑖)(𝑡)) 都为方程 (3–2) 的解, 且

𝑥(𝑖)(𝑡𝑖) = 𝑥(𝑖)(𝑡𝑖+1) = 0, 𝑦(𝑖)(𝑡𝑖+1) = −𝑦(𝑖+1)(𝑡𝑖+1), ∀𝑡 ∈ (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑥(𝑖)(𝑡) > 0
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根据上述分析以及碰撞是完全弹性的,

{(𝑥(1)(𝑡), 𝑦(1)(𝑡)), (−𝑥(2)(𝑡), −𝑦(2)(𝑡)), (𝑥(3)(𝑡), 𝑦(3)(𝑡)), (−𝑥(4)(𝑡), −𝑦(4)(𝑡)), ...},

为系统 (3–3) 的一个解. 图 3-3 给出了一个直观的解释.

 

(a) 系统 (3–2) 的一段解
 

(b) 相应系统 (3–3) 的解

图 3-3 系统 (3–2) 与 (3–3) 解之间的关系.

等价系统 (3–3) 也为 Hamilton 系统, 其 Hamilton 量为

𝐾(𝑦, 𝑥, 𝑡) = 1
2𝑦2 + 𝑤(|𝑥|, 𝑡).

注 3.3.1. 若系统 (3–2) 具有两个刚性墙壁, 例如 𝑥 = 0 与 𝑥 = 2𝜉, 则等价系统 (3–3)

从 𝑥 = −2𝜉 到 𝑥 = 2𝜉 的轨线对应于系统 (3–3) 从 𝑥 = 2𝜉 到 𝑥 = 0, 再从 𝑥 = 0 到
𝑥 = 2𝜉 的轨线, 见图 3-4. 故如果此时用以 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = 2𝜉, 𝑦 < 0} 为截面的 Poincaré

映射来研究系统 (3–2), 则只需要确立等价系统 (3–3) 从 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −2𝜉, 𝑦 > 0} 到
{(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = 2𝜉, 𝑦 > 0} 的映射即可. 本章在分析双面碰撞倒摆的双边碰撞运动时使

用了这一等价关系.

3.3.2 非光滑作用量-角变量变换

此小节给出了区域 I 的一个非光滑的作用量-角变量变换, 可参考文献 [4]. 区域 II

的情形完全类似.

首先将 𝑥 = −𝜉 移至 𝑥 = 0, 根据上一小节的内容, 考虑等价系统的未扰 Hamilton
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图 3-4 双边碰撞的等价轨道.

量:

𝐻(𝑦, 𝑥) = 1
2𝑦2 + cos(|𝑥| − 𝜉). (3–4)

在这一小节, 始终设 ℎ ∈ (cos 𝜉, 1), |𝑥| < 𝜉. 当 ℎ ∈ (cos 𝜉, 1) 时等能集 {(𝑥, 𝑦) ∶ 1
2𝑦2 +

cos(|𝑥| − 𝜉) = ℎ, |𝑥| < 𝜉} 的结构如图 3-5 所示.

 

图 3-5 𝐻 的等势线.

下面定义辛变换 Φ ∶ (𝐼, 𝜃) ↦ (𝑥, 𝑦). 令

𝐼(ℎ) = 4
√

2 ∫
arccos ℎ+𝜉

0
√ℎ − cos(𝑥 − 𝜉)𝑑𝑥. (3–5)

注意到 𝐼(ℎ) 即为由等能集 {(𝑥, 𝑦) ∶ 1
2𝑦2 + cos(|𝑥| − 𝜉) = ℎ, |𝑥| < 𝜉} 所围区域的面积.

当 ℎ ∈ (cos 𝜉, 1) 时, 𝐼(ℎ) 为 𝐶∞ 类的函数且 𝐼′(ℎ) > 0 (见引理 3.5.1). 记 𝐼(ℎ) 的反函
数为 ℎ(𝐼).
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令

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 1
2𝑦2 + cos(|𝑥| − 𝜉) = ℎ, |𝑥| < 𝜉, cos 𝜉 < ℎ < 1}. (3–6)

辛变换 Φ ∶ (𝐼, 𝜃) ↦ (𝑥, 𝑦) 各个变量的范围为 𝐼 ∈ (0, 𝐼(1)), 𝜃 ∈ 𝑆1, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷.

在 𝑥 ≥ 0 的区域, 定义生成函数:

𝑆(𝑦, 𝐼) = ∫
√2(ℎ(𝐼)−cos 𝜉)

𝑦
𝑥(𝐼, 𝑠)𝑑𝑠,

其中 𝑦 ∈ [−√2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉), √2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉)], 𝑥(𝐼, 𝑦)满足 ℎ(𝐼) = 1
2𝑦2+cos(𝑥(𝐼, 𝑦)−

𝜉), 即
𝑥(𝐼, 𝑦) = − arccos(ℎ(𝐼) − 1

2𝑦2) + 𝜉.

给定 𝐼0, 𝑦0, 图 3-5 右上方阴影区域的面积即为 𝑆(𝐼0, 𝑦0). 映射 Φ 在此区域定义为

𝑥 = −𝑆𝑦(𝑦, 𝐼), 𝜃 = 𝑆𝐼(𝑦, 𝐼). (3–7)

因此有

𝑑𝑆(𝑦, 𝐼) = −𝑥𝑑𝑦 + 𝜃𝑑𝐼 ⇒ 0 = 𝑑(𝑑𝑆(𝑦, 𝐼)) = −𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 + 𝑑𝜃 ∧ 𝑑𝐼 ⇒ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑥 = 𝑑𝐼 ∧ 𝑑𝜃.

故 Φ 为辛变换.

由于当 𝑦 ∈ [−√2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉), √2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉)] 时

𝜕2𝑆
𝜕𝐼𝜕𝑦 = − ℎ′(𝐼)

√1 − (ℎ(𝐼) − 1
2𝑦2)

< 0, (3–8)

故可从 (3–7) 的第二个式子确定 𝑦(𝐼, 𝜃), 则 𝑥(𝐼, 𝜃) 可由 (3–7) 的第一式确定. 这样映射

Φ 便定义好了. 注意到, 当 𝑥 ≥ 0, 𝜃 ∈ [0, 1/2]. 实际上, 对于 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 且 𝑥 ≥ 0, 可由
1
2𝑦2 + cos(|𝑥| − 𝜉) = ℎ(𝐼) 确定出 𝐼 , 并且 𝑦 的取值范围为

[−√2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉), √2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉)].

那么有

𝜃 = 𝜕
𝜕𝐼 𝑆(√2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉), 𝐼) = 0, 𝜃 = 𝜕

𝜕𝐼 𝑆(−√2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉), 𝐼) = 𝜕
𝜕𝐼 (1

2𝐼) = 1
2.
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由 (3–8), 𝜕𝜃/𝜕𝑦 < 0. 因此 𝜃 ∈ [0, 1/2]. 当 𝑥 ≥ 0 时, 由于函数 𝑆(𝑦, 𝐼) 是 𝐶∞ 类的函

数, 故函数 𝑥(𝐼, 𝜃) 与 𝑦(𝐼, 𝜃) 也为 𝐶∞ 类的函数.

在 𝑥 ≤ 0 的区域, 类似地定义

̄𝑆(𝑦, 𝐼) = ∫
−√2(ℎ−cos 𝜉)

𝑦
̃𝑥(𝑠, 𝐼)𝑑𝑠,

其中 𝑦 ∈ [−√2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉), √2(ℎ(𝐼) − cos 𝜉)], ̃𝑥(𝐼, 𝑦)满足 ℎ(𝐼) = 1
2𝑦2+cos( ̃𝑥(𝐼, 𝑦)+

𝜉), 即
̃𝑥(𝐼, 𝑦) = arccos(ℎ(𝐼) − 1

2𝑦2) − 𝜉.

给定 𝐼0, 𝑦1, 图 3-5 左下方阴影区域的面积即为 ̄𝑆(𝐼0, 𝑦1). 映射 Φ 在此区域由以下式子
所定义:

𝑥 = − ̄𝑆𝑦(𝑦, 𝐼), 𝜃 = 1
2 + ̄𝑆𝐼(𝑦, 𝐼). (3–9)

由于
𝜕2 ̄𝑆
𝜕𝐼𝜕𝑦 = ℎ′(𝐼)

√1 − (ℎ(𝐼) − 1
2𝑦2)

> 0, (3–10)

可从 (3–9) 的第二式确定出 𝑦(𝐼, 𝜃). 这样 𝑥(𝐼, 𝜃) 可由 (3–9) 的第一式确定. 类似地, 可

说明在 𝑥 ≤ 0 的区域里有 𝜃 ∈ [1/2, 1]. 同样地, 在此区域, 𝑥(𝐼, 𝜃) 与 𝑦(𝐼, 𝜃) 为 𝐶∞ 类

的函数.

注意到 𝜃 ∈ 𝑆1, 这是由于当 (𝑥, 𝑦) 沿着等势线绕一周回到自身后, 生成函数增加了

𝐼 , 即 𝜃 增加了 1. 变换 Φ 在 𝜃 ∈ {0, 1
2} 处是非光滑的. 例如, 由 (3–7) 与 (3–9), 有

对于 𝑥 ≥ 0, 𝜕𝑦
𝜕𝜃 = 1

𝑆𝐼𝑦
; 对于 𝑥 ≤ 0, 𝜕𝑦

𝜕𝜃 = 1
̄𝑆𝐼𝑦

. (3–11)

当 𝑥 → 0+, 𝑦 → √2(ℎ − cos 𝜉) 时, 𝜃 → 0+; 当 𝑥 → 0−, 𝑦 → √2(ℎ − cos 𝜉) 时, 𝜃 → 1−,

即 𝜃 → 0−. 由 (3–8) 与 (3–10), 可得到

lim
𝜃→0+

𝜕𝑦
𝜕𝜃(𝐼, 𝜃) = −

√1 − cos 𝜉
ℎ′(𝐼) ≠ lim

𝜃→0−
𝜕𝑦
𝜕𝜃(𝐼, 𝜃) =

√1 − cos 𝜉
ℎ′(𝐼) .

因此, 变换 Φ 在 𝜃 = 0 处是非光滑的. 同理可说明 𝜃 = 1
2 时的情况.

为了方便, 将上述讨论总结如下:

命题 3.3.1. 对于 𝐼 ∈ (0, 𝐼(1)), 𝜃 ∈ [0, 1
2 ] 或 𝜃 ∈ [1

2 , 1], 变换 Φ ∶ (𝐼, 𝜃) ↦ (𝑥, 𝑦) 是 𝐶∞

类的映射. 特殊地, 当 (𝐼, 𝜃) ∈ [𝐼(ℎ0), 𝐼(ℎ1)], 𝜃 ∈ [0, 1
2 ], 函数 𝑥(𝐼, 𝜃) 是 𝐶𝑟 (𝑟 ≥ 1) 的
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且其范数有界, 其中 [ℎ0, ℎ1] ⊂ (cos 𝜉, 1).

3.4 区域 I 与 III 上的扭转映射

本节将在形式上把区域 I 与 III 处的动力学化为近可积的扭转映射. 由于区域 II

的处理与区域 I 完全类似, 这里不再赘述. 本节中一些必要的估计放在了本章第 5 节.

3.4.1 区域 I 上的约化

本小节考虑当 |𝑉 |𝐶5 较小时区域 I 中的单边碰撞运动. 一般地, 研究这类运动时通

常考虑以碰撞面为截面的 Poincaré 映射. 若取

{(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −𝜉, 𝑦 > 0}

为截面, 忽略常值坐标 𝑥 = −𝜉 后, Poincaré 映射可分解为以下两个映射的复合:

(𝑦0, 𝑡0)
(i)
−→ (−𝑦1, 𝑡1)

(ii)
−−→ (𝑦1, 𝑡1), (3–12)

其中 𝑦0, 𝑦1 > 0, 映射 (i) 为系统 (3–1) 流的作用, (3–1) 的流将状态 (−𝜉, 𝑦0, 𝑡0) 带到
(−𝜉, −𝑦1, 𝑡1), 映射 (ii) 为碰撞映射. 建立扭转映射的关键在于 𝑡1 − 𝑡0 的估计. 在上节

的作用量-角变量坐标下, 可知 (𝑦0, 𝑡0) 到达 (−𝑦1, 𝑡1) 时角坐标 𝜃 从 0 增加到 1/2. 因

此如果可以选择 𝜃 为时间, 映射 (i) 所消耗的时间将是固定的. 此时取能量与时间作为

变量, 则 Poincaré 映射在新变量下为

(𝐻0, 𝑡0)
(i)
−→ (𝐻1, 𝑡1)

(ii)
−−→ (𝐻1, 𝑡1),

其中 𝐻𝑖 = 𝐻(𝑦𝑖, −𝜉, 𝑡𝑖), 由于碰撞不改变能量, 映射 (ii) 变为恒同映射. 故如果可作变

换使得系统 (3–1) 在区域 I 为一个近可积的以 𝜃 为时间的 Hamilton 系统, 则以碰撞面

为截面的 Poincaré 映射即为此近可积系统的时间-1
2 -映射. 因此可以形式上积分此近可

积系统来得到扭转映射.

系统 (3–1) 的 Hamilton 量为

𝐻(𝑦, 𝑥, 𝑡) = 1
2𝑦2 + cos 𝑥 + 𝑉 (𝑥, 𝑡).
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将墙壁 𝑥 = −𝜉 平移至 𝑥 = 0, 由本章 3.3.1 节, 考虑如下系统

𝐻(𝑦, 𝑥, 𝑡) = 1
2𝑦2 + cos(|𝑥| − 𝜉) + 𝑉 (|𝑥| − 𝜉, 𝑡), (3–13)

根据 3.3.2中的作用量-角变量变换, Hamilton系统 (3–13)在区域 𝐷可用坐标 (𝐼, 𝜃)表
示为

𝐻(𝐼, 𝜃, 𝑡) = ℎ(𝐼) + 𝑉 (|𝑥(𝐼, 𝜃)| − 𝜉, 𝑡). (3–14)

注意到, 由本节开始时的分析, 只需考虑 𝜃 ∈ [0, 1/2] 时的情况, 即 𝑥 ≥ 0. 因此可将

(3–14) 中的绝对值去掉. 下面将交换系统 (3–14) 的广义坐标与时间, 同时也将交换

Hamilton 量与广义动量, 参见本文第二章推论 2.2.3. 类似的做法见文献 [64, 115, 116].

具体地, 由于 Hamilton 系统的积分曲线与以下微分形式

𝐼𝑑𝜃 − 𝐻𝑑𝑡 = −(𝐻𝑑𝑡 − 𝐼𝑑𝜃)

联系的不变性, 可取 (𝐼, 𝐻, 𝑡, 𝜃) 分别作为新的 Hamilton 量, 广义动量, 广义坐标以及时

间. 注意到 (3–14)中的 𝑉 及其各阶导数都很小且 ℎ′(𝐼) > 0,因此利用隐函数定理可形

式地得到

𝐼(𝐻, 𝑡, 𝜃) = 𝐼(𝐻) + 𝐼1(𝐻, 𝑡, 𝜃),

其中 𝐼(⋅) 为 ℎ(⋅) 的反函数, 见 3.3.2 小节. 相应地, 以 𝐼 为 Hamilton 量的 Hamilton 方

程为
𝑑𝑡
𝑑𝜃 = 𝐼′(𝐻) + 𝜕𝐼1

𝜕𝐻 (𝐻, 𝑡, 𝜃),
𝑑𝐻
𝑑𝜃 = −𝜕𝐼1

𝜕𝑡 (𝐻, 𝑡, 𝜃).
(3–15)

形式上在 𝜃 ∈ [0, 1/2] 积分, 可得到扭转映射

𝑡1 = 𝑡0 + 1
2𝐼′(𝐻0) + 𝑁1(𝑡0, 𝐻0),

𝐻1 = 𝐻0 + 𝑁2(𝑡0, 𝐻0),
(3–16)

其中 𝑁1, 𝑁2 为依赖于积分初值 (𝑡0, 𝐻0) 的函数.

首先注意到映射 (3–16)满足图交性质.这是由于映射 (3–16)是通过取一个 Hamil-

ton 系统的时间截面所得到, 详细证明可参见 [115, Section 8] 或 [27, Lemma 4]. 因此,

映射 (3–16) 满足 Moser 扭转定理 (参见本文定理 2.1.1) 的条件, 如果可证明以下结论

成立:
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(a) 存在常数 𝜖0, 𝑎, 𝐶 > 0, 使得当 𝜖 ∈ [0, 𝜖0] 且 |𝑉 |𝐶5 ≤ 𝜖 在 (𝑥, 𝑡) ∈ [−𝜉, 𝜉] × 𝑆1 成

立时, 有

|𝐼″(𝐻)| ≥ 𝑎 > 0 , |𝑁𝑖|𝐶4 ≤ 𝐶𝜖, (𝑖 = 1, 2), (3–17)

在 (𝐻, 𝑡) ∈ [ℎ0, ℎ1] × 𝑆1 上成立, 其中 [ℎ0, ℎ1] ⊂ (cos 𝜉, 1) 为一个非空区间.

为了在 (a) 成立的条件下说明定理 3.2.1 (i) 成立, 还需要将映射 (3–16) 返回到以

{(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −𝜉, 𝑦 > 0} 为截面的 Poincaré 映射 (这里将 𝑥 = 0 平移回 𝑥 = −𝜉). 由

𝐻 的表达式, 映射 (3–16) 为

(𝑡, 1
2𝑦2 + cos 𝜉 + 𝑂(𝜖)) → (𝑡 + 1

2𝐼′(ℎ(𝑦, −𝜉) + 𝑂(𝜖)) + 𝑂(𝜖), 1
2𝑦2 + cos 𝜉 + 𝑂(𝜖)),

其中 𝑦2/2 + cos 𝜉 + 𝑂(𝜖) ∈ [ℎ0, ℎ1], ℎ(𝑦, 𝑥) = 𝑦2/2 + cos(𝑥). 上式的映射具有形式

𝑡1 = 𝑡0 + 1
2𝐼′(ℎ(𝑦0, −𝜉)) + 𝑂(𝜖),

𝑦1 = 𝑦0 + 𝑂(𝜖),

其中 (𝑡0, 𝑦0) ∈ 𝑆1 × [√2ℎ0 − 2 cos 𝜉 + 𝑂(𝜖), √2ℎ1 − 2 cos 𝜉 + 𝑂(𝜖)]. 由 Moser 扭转定

理即得到定理 3.2.1 (i). (a) 的证明见命题 3.5.1 (i).

3.4.2 区域 III 上的约化

本小节考虑系统 (3–1) 的双边碰撞情形. 由注 3.3.1, 将墙壁 𝑥 = −𝜉 平移到原点以
后, 可等价地考虑系统

𝐻(𝑦, 𝑥, 𝑡) = 1
2𝑦2 + cos(|𝑥| − 𝜉) + 𝑉 (|𝑥| − 𝜉, 𝑡)

从 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −2𝜉, 𝑦 > 0} 到 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = 2𝜉, 𝑦 > 0} 的运动. 同上一节类似, 这

里仍取合适的变换使得 𝑥为一个近可积 Hamilton系统的时间,这样仍可形式上积分此

近可积系统来得到扭转映射.

首先利用尺度化变换 (见本文命题 2.2.2)将在高速区域的势能 𝑉 , cos(|𝑥| − 𝜉) 化为
小量. 引入小参数 𝜖 > 0. 由 Hamilton 系统的积分曲线与如下微分形式联系的不变性:

𝜖(𝑦𝑑𝑥 − 𝐻𝑑𝑡) = 𝜖𝑦𝑑𝑥 − 𝜖2𝐻𝑑 𝑡
𝜖,

取 (𝜖𝑦, 𝑥, 𝜖2𝐻, 𝑡
𝜖) = (𝑝, 𝑞, 𝐹 , 𝑇 ) 分别为新的广义动量, 广义坐标, Hamilton 量和时间.
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注意到, 当 𝑝 ∈ [1, 2] 意味着 𝑦 ∈ [1
𝜖 , 2

𝜖 ]. 由 𝐹 的定义可得到

𝐹(𝑝, 𝑞, 𝑇 ) = 1
2𝑝2 + 𝜖2(cos(|𝑞| − 𝜉) + 𝑉 (|𝑞| − 𝜉, 𝜖𝑇 )). (3–18)

下面交换时间与位置, 使得 𝑞 作为一个新的时间. 由于

𝜖(𝑝𝑑𝑞 − 𝐹𝑑𝑇 ) = −(𝐹𝑑𝜖𝑇 − 𝜖𝑝𝑑𝑞),

可取 (𝐹 , 𝜖𝑇 , 𝜖𝑝, 𝑞) = (𝑃 , 𝑄, 𝑀, 𝑠) 分别为新的广义动量, 广义坐标, Hamilton 量和时间.

根据 (3–18), 可反解出

𝑝 =
√

2𝐹 + 𝜖2𝐺(𝐹, |𝑞|, 𝜖𝑇 ).

因此有

𝑀(𝑃, 𝑄, 𝑠) = 𝜖𝑝 = 𝜖
√

2𝑃 + 𝜖3𝐺(𝑃 , 𝑄, |𝑠|).

相应于 𝑀 的 Hamilton 方程为

𝑑𝑄
𝑑𝑠 = 𝜖√

2𝑃
+ 𝜖3 𝜕𝐺

𝜕𝑃 ,
𝑑𝑃
𝑑𝑠 = −𝜖3 𝜕𝐺

𝜕𝑄.
(3–19)

为了使积分后的映射与 Moser 小扭转定理中的映射 (参见本文注 2.1.2) 一致, 还需要

作一次变换. 令 4𝜉√
2𝑃 = ̄𝑃 . 方程 (3–19) 在坐标 ( ̄𝑃 , 𝑄) 为

𝑑𝑄
𝑑𝑠 = 𝜖 ̄𝑃

4𝜉 + 𝜖3𝐺1( ̄𝑃 , 𝑄, |𝑠|),

𝑑 ̄𝑃
𝑑𝑠 = 𝜖3𝐺2( ̄𝑃 , 𝑄, |𝑠|),

(3–20)

其中

𝐺1( ̄𝑃 , 𝑄, |𝑠|) = 𝜕𝐺
𝜕𝑃 (8𝜉2

̄𝑃 2 , 𝑄, |𝑠|), 𝐺2( ̄𝑃 , 𝑄, |𝑠|) =
̄𝑃 3

16𝜉2
𝜕𝐺
𝜕𝑄(8𝜉2

̄𝑃 2 , 𝑄, |𝑠|).

在 𝑠 ∈ [−2𝜉, 2𝜉] 积分方程 (3–20), 得到扭转映射

𝑄1 = 𝑄0 + 𝜖 ̄𝑃 + 𝜖3𝑅1(𝜖; 𝑄0, ̄𝑃0),
̄𝑃1 = ̄𝑃0 + 𝜖3𝑅2(𝜖; 𝑄0, ̄𝑃0),

(3–21)
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其中 𝑅𝑖 为依赖于 𝜖 的函数.

注意到, Hamilton 方程 (3–19) 的时间截面映射满足图交性质. 由于映射 (3–21) 与

其共轭, 故映射 (3–21) 也满足图交性质. 映射 (3–21) 满足 Moser 小扭转定理[94] 的条

件, 如果以下结论成立:

(b) 存在常数 𝜖1 > 0, 使得当 𝜖 ∈ (0, 𝜖1) 时

𝜖3|𝑅𝑖|𝐶4 ≤ 𝜖1+𝜈 (3–22)

在 (𝑄, ̄𝑃 ) ∈ [1, 2] × 𝑆1 上成立 (𝑖 = 1, 2), 其中 𝜈 > 0 为不依赖于 𝜖 的常数.

将本节所用到的变换回溯 (墙壁 𝑥 = 0 也平移回 𝑥 = −𝜉), 截面 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 =
𝜉, 𝑦 > 0} 的 Poincaré 映射具有形式

𝑡1 = 𝑡0 − 4𝜉
𝑦0

+ 𝑂(𝜖2),

𝑦1 = 𝑦0 + 𝑂(𝜖2),

其中 (𝑦0, 𝑡0) ∈ [−4𝜉
𝜖 + 𝑂(𝜖), −2𝜉

𝜖 + 𝑂(𝜖)] × 𝑆1. 如果取能量为变量, 对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖1),
区域

{(𝐻, 𝑡) ∶ 𝐻 ∈ [4𝜉2

𝜖2 + 𝐶, 16𝜉2

𝜖2 + 𝐶]}

存在大量的不变曲线. 因此对于任意的解, 系统的能量总是有界的.

注 3.4.1. 注意到映射 (3–16) 与由积分方程 (3–19) 所得到的映射都满足单调扭转条

件, 因此可在两条不变曲线之间, 利用文献 [88, Section 5] 中的方法, 作一个合适的变

换使得映射在此不变曲线之间为保边界的单调扭转映射. 因此可利用 Aubry-Mather 理

论[8, 73] 得到任意在扭转区间内的无理数所对应的广义拟周期解, 也可得到任意在扭转

区间内的有理数所对应的次谐周期轨道.

总结本节内容: 当估计 (3–17) 与 (3–22) 成立时, 利用 Moser 扭转定理以及 Moser

小扭转定理可证明定理 3.2.1.

3.5 主要项的估计

本节证明估计 (3–17),(3–22)以及函数 𝐼(ℎ)的性质.为了方便,将估计 (3–17),(3–22)

重述于此.
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命题 3.5.1. (i) 存在正常数 𝜖0, 𝑎 使得 |𝐼″(𝐻)| ≥ 𝑎 > 0 对 𝐻 ∈ [ℎ0, ℎ1] 成立; 且对

任意的 𝜖 ∈ [0, 𝜖0], 若
|𝑉 |𝐶5 ≤ 𝜖 (3–23)

在 (𝑥, 𝑡) ∈ [−𝜉, 𝜉] × 𝑆1 上成立, 则有

|𝑁𝑖|𝐶4 ≤ 𝐶𝜖

在 (𝐻, 𝑡) ∈ [ℎ0, ℎ1] × 𝑆1 上成立 (𝑖 = 1, 2), 其中 𝐶 为常量, 区间 [ℎ0, ℎ1] ⊂
(cos 𝜉, 1).

(ii) 存在常数 𝜖1 > 0, 使得对任意的 𝜖 ∈ (0, 𝜖1) 以下估计

𝜖3|𝑅𝑖|𝐶4 ≤ 𝜖1+𝜈

在 (𝑄, ̄𝑃 ) ∈ [1, 2] × 𝑆1 上成立 (𝑖 = 1, 2), 其中 𝜈 > 0 为常数.

引理 3.5.1. 函数 𝐼(ℎ) 在区间 [ℎ0, ℎ1] ⊂ (cos 𝜉, 1) 是 𝐶∞ 类的函数, 且有 𝐼′(ℎ) >
0, 𝐼″(ℎ) > 0 在 ℎ ∈ [ℎ0, ℎ1] 上成立.

证明: 由 𝐼 的定义 (3–5),

𝐼′(ℎ) = 2
√

2 ∫
arccos ℎ−𝜉

0

𝑑𝑥
√ℎ − cos(𝑥 − 𝜉)

= 𝑇 (ℎ),

其中 𝑇 (ℎ) 是未扰系统 (3–4) 以 ℎ ∈ (cos 𝜉, 1) 为能量的闭轨的周期. 为了分析 𝑇 (ℎ), 以
及 𝑇 ′(ℎ) 的性态, 先对无碰撞情形进行分析.

考虑数学摆的 Hamilton 量

𝐻(𝑦, 𝑥) = 1
2 − cos 𝑥,

这里 (0, 0) 为中心, (𝜋, 0) 为鞍点. 考虑摆未转一圈时的运动, 即能量 ℎ ∈ (0, 1). 令摆的
最大转角为 𝜃0, 即有 −ℎ = cos 𝜃0. 令

sin 𝑥
2 = sin 𝜃0

2 sin 𝜑. (3–24)
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若 𝑥 ∈ [0, 𝜃0], 则 𝜑 ∈ [0, 𝜋
2 ]. 故有

𝑑𝑦
𝑑𝑡 = − sin 𝑥 = −2 sin 𝑥

2 cos 𝑥
2 = −2 sin 𝜃0

2 sin 𝜑√1 − sin2 𝜃0
2 sin2 𝜑.

由于

𝑦 =√2(ℎ + cos 𝑥)

=√2(− cos 𝜃0 + cos 𝑥)

=
√

2√−(1 − 2 sin2 𝜃0
2 ) + (1 − 2 sin2 𝜃0

2 sin2 𝜑)

=2 sin 𝜃0
2 cos 𝜑,

可从上式得到

𝑑𝑦 = −2 sin 𝜃0
2 sin 𝜑𝑑𝜑.

因此有

−2 sin 𝜃0
2 sin 𝜑𝑑𝜑
𝑑𝑡 = −2 sin 𝜃0

2 sin 𝜑√1 − sin2 𝜃0
2 sin2 𝜑.

以能量 ℎ ∈ (0, 1) 的闭轨的周期为

4 ∫
𝜋
2

0

𝑑𝜑
√1 − sin2 𝜃0

2 sin2 𝜑
, (3–25)

其中 𝜃0 = arccos −ℎ.

首先作平移将数学摆的原点 𝑥 = 0 平移至 𝑥 = 𝜋 − 𝜉. 由 (3–24) 和 (3–25), 可得到

𝐼′(ℎ) = 𝑇 (ℎ) = 2
√

2 ∫
arccos ℎ−𝜉

0

𝑑𝑥
√ℎ − cos(𝑥 − 𝜉)

= 4 ∫
𝜋
2

𝐾(ℎ)

𝑑𝜑
√1 − sin2(arccos −ℎ

2 ) sin2 𝜑
, (3–26)

其中 𝐾(ℎ) 满足
sin 𝜋 − 𝜉

2 = sin arccos −ℎ
2 sin 𝐾(ℎ),

即

𝐾(ℎ) = arcsin
cos 𝜉

2
sin arccos −ℎ

2
.
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由 (3–26), 𝐼′(ℎ) > 0. 当 ℎ ∈ [ℎ0, ℎ1] ⊂ (cos 𝜉, 1), 式 (3–26) 中的分母不为零. 故 𝐼′(ℎ)
是 𝐶∞ 类的函数. 通过直接计算可得到

𝐼″(ℎ) = 𝑇 ′(ℎ) = 4 ∫
𝜋
2

𝐾(ℎ)

𝑑𝜑
(1 − sin2 arccos −ℎ

2 sin2 𝜑)3/2 − 4 𝐾′(ℎ)
√1 − cos2 𝜉

2
, (3–27)

其中

𝐾′(ℎ) = − cos 𝜉
2 cos arccos −ℎ

2

2
√

1 − ℎ2√sin4 arccos −ℎ
2 − sin2 arccos −ℎ

2 cos2 𝜉
2

.

故当 ℎ ∈ (cos 𝜉, 1), 𝐼″(ℎ) > 0. 且当 ℎ → 1 或 ℎ → cos 𝜉 时,𝐼″(ℎ) → ∞.

一个在闭集𝐾 ⊂ ℝ𝑛上的函数 𝑓 称作是 𝐶𝑟类的,若存在一个开集 𝑈 ,使得𝐾 ⊂ 𝑈 ,

且存在 𝑈 上的 𝐶𝑟 类的函数 𝑔, 使得 𝑔|𝐾 = 𝑓 . 下面的引理可由隐函数定理得到.

引理 3.5.2. [54] 设 [𝑥0, 𝑥1] ⊂ 𝑈 , 𝐾 ⊂ 𝑉 , 其中 𝑥0 < 𝑥1, 𝑈 为一个开区间, 𝐾 为包含
于开集 𝑉 ⊂ ℝ𝑛 的一个有界闭集. 假设 𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝑓1(𝑥, 𝑤) 在 𝑈 × 𝑉 上成立, 其中

𝑥 ∈ 𝑈, 𝑤 ∈ 𝑉 , 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ, 𝑓1 ∶ 𝑈 × 𝑉 都为 𝐶𝑟 (𝑟 > 1) 类的函数. 若 𝑓′(𝑥) > 0 在 𝑈
上成立, 且

|𝑓1|𝐶𝑟 ≤ 𝜖

在 𝑈 × 𝑉 上成立, 其中 𝜖 > 0. 则存在 𝜖0 > 0 使得当 𝜖 ∈ [0, 𝜖0] 时, 存在 𝑥 的反函数

𝑥 = 𝑓−1(𝑦) + 𝑔1(𝑦, 𝑤),

其中, 𝑦 ∈ 𝑓([𝑥0, 𝑥1]), 𝑤 ∈ 𝐾, 𝑔1 是 𝑓([𝑥0, 𝑥1]) × 𝐾 上的 𝐶𝑟 类函数且其满足

|𝑔1|𝐶𝑟 ≤ 𝐶𝜖,

其中 𝐶 为常数.

命题 3.5.1 的证明: 由引理 3.5.1, 当 𝐻 ∈ [ℎ0, ℎ1] ⊂ (cos 𝜉, 1) 时有 𝐼″(𝐻) ≥ 𝑎 > 0.

令 𝐼0 = ℎ−1(ℎ0) = 𝐼(ℎ0), ℎ1 = ℎ−1(ℎ1) = 𝐼(ℎ1). 首先取一个小常数 𝛿 > 0 使得
[ℎ(𝐼0 − 𝛿), ℎ(𝐼1 + 𝛿)] ⊂ (cos 𝜉, 1). 由于函数 𝑥(𝐼, 𝜃) 在 [𝐼0 − 𝛿, 𝐼1 + 𝛿] × [0, 1

2 ] 上是 𝐶𝑟

有界的 (对任意的 𝑟 ≥ 0), 根据式 (3–23) 我们有

|𝑉 (𝑥(𝐼, 𝜃) − 𝜉, 𝑡)|𝐶5 ≤ 𝐶𝜖
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在 (𝐼, 𝜃, 𝑡) ∈ [𝐼0 − 𝛿, 𝐼1 + 𝛿] × [0, 1
2 ] × 𝑆1 上成立. 由引理 3.5.2, 我们有

|𝐼1(𝐻, 𝑡, 𝜃)|𝐶5 ≤ 𝐶1𝜖

在 (𝐻, 𝑡, 𝜃) ∈ [ℎ(𝐼0 − 𝛿) + 𝑂(𝜖), ℎ(𝐼1 + 𝛿) + 𝑂(𝜖)] × 𝑆1 × [0, 1
2 ] 上成立. 由于 ℎ(𝐼) 是一

个严格单调增函数, 可取 𝜖0 > 0 充分小使得

[ℎ(𝐼0), ℎ(𝐼1)] ⊂ [ℎ(𝐼0 − 𝛿) + 𝑂(𝜖), ℎ(𝐼1 + 𝛿) + 𝑂(𝜖)] ⊂ (cos 𝜉, 1)

对 𝜖 ∈ (0, 𝜖0) 成立. 特别地, 我们有

|𝐸𝑖(𝐻, 𝑡, 𝜃)|𝐶4 ≤ 𝐶1𝜖 (3–28)

在 (𝐻, 𝑡, 𝜃) ∈ [ℎ(𝐼0), ℎ(𝐼1)] × 𝑆1 × [0, 1
2 ] 上成立, 其中 𝑖 = 1, 2, 𝐸1 = 𝜕𝐼1

𝜕𝐻 ,𝐸2 = −𝜕𝐼1
𝜕𝑡 .

由于我们形式地在区间 𝜃 ∈ [0, 1/2] 上积分了方程 (3–15), 𝑁𝑖 与扰动项 𝐸𝑖 的估计相同

([70, Lemma 1]). 这样就完成了 (i) 的证明.

类似地, 取常数 𝛿 > 0, 考虑区间 [2𝜉 − 𝛿, 4𝜉 + 𝛿]. 注意到 𝑝 ∈ [2𝜉 − 𝛿, 4𝜉 + 𝛿] 意味
着 |𝑦| ∈ [2𝜉−𝛿

𝜖 , 4𝜉+𝛿
𝜖 ]. 由 (3–18) 以及引理 3.5.2, 我们有

𝜖2|𝐺(𝐹 , |𝑞|, 𝜖𝑇 )|𝐶5 ≤ 𝑐1𝜖2

在

(𝐹 , |𝑞|, 𝜖𝑇 ) ∈ [(2𝜉 − 𝛿)2/2 + 𝑂(𝜖2), (4𝜉 + 𝛿)2/2 + 𝑂(𝜖2)] × [0, 2𝜉] × 𝑆1

上成立. 故我们有

𝜖3|𝐹𝑖(𝑃 , 𝑄, |𝑠|)|𝐶4 ≤ 𝑐1𝜖3

在 (𝑃 , 𝑄, |𝑠|) ∈ [(2𝜉)2/2, (4𝜉)2/2] × 𝑆1 × [0, 2𝜉] 上成立, 其中 𝑖 = 1, 2, 𝐹1 = 𝜕𝐺
𝜕𝑄 ,𝐸2 =

−𝜕𝐺
𝜕𝑃 . 由 ̄𝑃 , 𝐺𝑖 的定义,

𝜖3|𝐺𝑖( ̄𝑃 , 𝑄, |𝑠|)|𝐶4 ≤ 𝑐2𝜖3 (3–29)

在 ( ̄𝑃 , 𝑄, |𝑠|) ∈ [1, 2] × 𝑆1 × [0, 2𝜉] 上成立. 同样地, 𝑅𝑖 具有与 𝜖3𝐺 类似的估计. 令 𝑐3

为常数使得

𝜖3| 𝜕𝑘+𝑙

𝜕 ̄𝑃 𝑘𝜕𝑄𝑙 𝑅𝑖( ̄𝑃0, 𝑄0, 𝜖)| ≤ 𝑐3𝜖3.

取 𝜖1 充分小使得 𝑐3𝜖3 ≤ 𝜖1+𝜈 对于某个常量 𝜈 > 0 成立, 其中 𝜖 ∈ (0, 𝜖1). 证毕.
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3.6 碰撞系统不变流形计算的数值方法

本节给出了计算单自由度碰撞系统不变流形的数值方法, 在下一小节将此方法应

用到了系统 (3–1). 此数值算法受到了文献 [45] 的启发.

不失一般性, 这里以系统 (3–1) 为例. 设函数 𝑉 关于 𝑡 是 𝑇 周期的. 当 𝑉 较小
时, 在 (0, 0) 点附近存在唯一的一个鞍点型的 𝑇 -周期轨道. 令从 𝑡 = 0 到 𝑡 = 𝑇 的时
间-𝑇 -映射为 𝜙, 鞍点型的周期轨道即为映射 𝜙 的鞍点. 首先需要精确定位此鞍点. 通常

地, 利用打靶法可以得到 𝜙 的不动点 𝑋∗ = (𝑥∗, 𝑦∗), 以及矩阵 D𝜙(𝑋∗). 假设 D𝜙(𝑋∗)
的特征矢量与相应的特征值为 𝑣1, 𝑣2, 𝜆1, 𝜆2. 不妨设 𝜆1 > 1, 𝜆2 < 1.

下面叙述计算鞍点 𝑋∗ 的不稳定流形的步骤, 稳定流形的情形是类似的.

(1) 取以 𝑋∗ 为起点方向与 𝑣1 相同的短线段 𝑙0. 通常此线段的长度选得很小. 在 𝑙0
上均匀地取点:

𝐴0 = {𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑁},

其中 𝑋1 = 𝑋∗, 𝑋𝑁 为 𝑙0 的另一个端点. 用映射 𝜙 作用到点列 𝐴0 上:

𝜙(𝐴0) = {𝜙(𝑋1), 𝜙(𝑋2), ⋯ , 𝜙(𝑋𝑁)}.

这里需要取线段 𝑙0 充分小使得 𝐴0 中的点在一个周期 𝑇 内的轨线不与碰撞面相
交. 注意到 𝜙(𝑋1) = 𝑋1, 取 𝜙(𝐴0) 中满足

||𝜙(𝑋𝑖) − 𝑋1|| ≥ ||𝑋𝑁 − 𝑋1|| (3–30)

的点. 令集合 ̄𝐴0 为

̄𝐴0 = {𝑋𝑁 , 𝜙(𝑋𝑛), 𝜙(𝑋𝑛+1), ⋯ , 𝜙(𝑋𝑁)},

其中当 𝑛 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 时 𝑋𝑖 满足 (3–30). 下面即可以对点列 ̄𝐴0 进行延拓.

(2) 点列 ̄𝐴0 的延拓是基于下面所描述的参数化方法. 首先对点列 ̄𝐴0 作数值内插,数

值内插得到的曲线为 𝑝0 ∶ [0, 1] → ℝ, 其满足:

𝑝0( 𝑖 − 1
#( ̄𝐴0) − 1) = index[ ̄𝐴0](𝑖), (3–31)

其中 # 为一个集合的基数, index[⋅] 为一个映射使得 index[𝐶](𝑖) 是有限集合 𝐶
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的第 𝑖 个元素. 由上述构造, 𝑝0(0) = 𝑋𝑁 , 𝑝0(1) = 𝜙(𝑋𝑁). 若 𝑝0(𝑠) = 𝜙(𝑋𝑖), 称
𝑠 为点 𝜙(𝑋𝑖) 的参数坐标. 将 ̄𝐴0 中的点与其参数坐标联系起来得到新的集合:

̃𝐴0 = {(𝑋𝑁 , 0), ⋯ , (𝜙(𝑋𝑁), 1)}.

通过以下式子定义映射 ̄𝜙

̄𝜙((𝑋, 𝑠)) = (𝜙(𝑋), 𝑠, 𝑛),

其中 𝑛 为轨线 𝜙𝑡(𝑋) 在时间 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] 内的碰撞次数 (𝜙𝑡(𝑋) 为 𝑡 = 0 时刻以 𝑋
为初值的解). 用映射 ̄𝜙 作用 ̃𝐴0, 并将集合 ̄𝜙( ̃𝐴0) 依照最后一个坐标的变化进行
拆分. 设拆分以后的集合为:

{𝐴1
1, 𝐴1

2, ⋯ , 𝐴1
𝑘}.

(3) 最后一个坐标的变化意味着不稳定流形与碰撞面的碰撞. 现在叙述如何定位不稳

定流形与碰撞面的交点. 令集合 𝐴1
1 的最后一个元素与集合 𝐴1

2 的第一个元素分

别为 (𝑋𝑗, 𝑠𝑗, 𝑛𝑗),(𝑋𝑗+1, 𝑠𝑗+1, 𝑛𝑗+1). 若下列不等式成立:

||(𝑥𝑗, |𝑦𝑗|) − (𝑥𝑗+1, |𝑦𝑗+1|)|| ≤ 𝛿1, (3–32)

其中 𝑋𝑗 = (𝑥𝑗, 𝑦𝑗), 𝑋𝑗+1 = (𝑥𝑗+1, 𝑦𝑗+1), 0 < 𝛿1 ≪ 1 为一个固定的常数, 则不对

这两个集合作变动. 若不等式 (3–32) 不成立, 将元素

̄𝜙((𝑝0(1
2(𝑠𝑗 + 𝑠𝑗+1)), 1

2(𝑠𝑗 + 𝑠𝑗+1))

添加到集合 𝐴1
1 的最后一个位置或者添加到集合 𝐴1

2 的第一个位置, 这取决于此

元素的最后一个坐标是 𝑛𝑗 或者是 𝑛𝑗+1. 重复此步骤直到集合 𝐴1
1 or 𝐴1

2 不再变

化. 对于每一对相邻集合 𝐴1
𝑗 ,𝐴1

𝑗+1 都如此处理, 定位步骤完成.

(4) 为了保证插值得到的曲线的精确性, 还需要确保集合 𝐴1
𝑖 中每两个相邻元素的距

离不能太远. 具体地可如此处理: 设 (𝑋𝑖, 𝑠𝑖, 𝑛𝑖),(𝑋𝑖+1, 𝑠𝑖+1, 𝑛𝑖+1) 为集合 𝐴1
𝑗 中

的一对相邻元素, 若下列不等式成立

||𝑋𝑖 − 𝑋𝑖+1|| ≤ 𝛿2, (3–33)
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在不作任何处理. 若不等式 (3–33) 不成立, 则在这两点之间插入 𝑚 个点:

̄𝜙((𝑝0(𝑠𝑖 + 𝑑1), 𝑠𝑖 + 𝑑1)), ⋯ , ̄𝜙((𝑝0(𝑠𝑖 + 𝑑𝑚), 𝑠𝑖 + 𝑑𝑚))

其中对 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚,

𝑑𝑙 = 𝑙(𝑠𝑖+1 − 𝑠𝑖)
𝑚 + 1 .

将上述步骤应用到集合 𝐴1
𝑗 的每一对相邻元素中, 得到了一个新的集合, 仍记为

𝐴1
𝑗 . 反复将此步骤作用于 𝐴1

𝑗 直至其不再变化, 即不等式 (3–33) 对 𝐴1
𝑗 中的任一

对相邻元素都成立. 对集合 𝐴1
𝑙 (1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘) 都做如此处理后, 即得到了下次迭代

的数据点.

(5) 对 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘, 将集合 𝐴1
𝑙 中每个元素的最后两个坐标移除. 利用式子 (3–31), 将

利用插值点列 𝐴1
𝑖 得到的曲线记为 𝑝1

𝑖 . 现在已经得到下一次迭代所需要的数据以

及参数曲线:

{𝐴1
1, 𝐴1

2, ⋯ , 𝐴1
𝑘}, {𝑝1

1, 𝑝1
2, ⋯ , 𝑝1

𝑘}.

至此, 第一次迭代完成.

将步骤 (2)-(5) 应用到每一对 𝐴1
𝑖 ,𝑝1

𝑖 可得到第二次迭代的数据以及参数曲线:

{𝐴2
1,1, 𝐴2

1,2, ⋯ , 𝐴2
1,𝑙1

, 𝐴2
2,1, 𝐴2

2,2, ⋯ , 𝐴2
2,𝑙2

, ⋯ , 𝐴2
𝑘,1, 𝐴2

𝑘,2, ⋯ , 𝐴2
𝑘,𝑙𝑘

},

{𝑝2
1,1, 𝑝2

1,2, ⋯ , 𝑝2
1,𝑙1

, 𝑝2
2,1, 𝑝2

2,2, ⋯ , 𝑝2
2,𝑙2

, ⋯ , 𝑝2
𝑘,1, 𝑝2

𝑘,2, ⋯ , 𝑝2
𝑘,𝑙𝑘

},

其中 𝐴2
𝑖,𝑗,𝑝2

𝑖,𝑗 由 𝐴1
𝑖 ,𝑝1

𝑖 所生成 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙𝑖).重复此步骤,即可以得到第三次,第四次,...,

迭代的数据以及参数曲线.

将每一次的参数化曲线收集起来, 这样就得到了不稳定流形的一支. 对一个与 −𝑣1

同向且起点在鞍点的小线段作同样的处理即可以得到另外一支. 这样, 不稳定流形的计

算就完成了. 对于稳定流形, 由于微分方程可以负向时间积分, 只需要将 𝜙, 𝑣1 替换成

𝜙−1,𝑣2, 实施相同的步骤即可.

注 3.6.1. 这里初始线段取的是与特征方向相同的一个小直线段, 如果想得到更精确的

初始线段, 如取一个二次曲线, 则需要计算方程 (3–1) 的在鞍点型周期解的二阶变分方

程.

注 3.6.2. 步骤 (3),(4) 添加的点可能使得 𝐴1
𝑖 中元素的最后一个坐标不相同, 这时需

要对集合 𝐴1
𝑖 再次进行拆分并应用步骤 (3).
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注 3.6.3. 对于非保守的碰撞, 即当 |𝑥| = 𝜉 时, 𝑦 → −𝑟𝑦, 其中 0 < 𝑟 < 1 为一个常数,

计算不稳定流形时需要将判据 (3–32) 换成

||(𝑥𝑗, 𝑟|𝑦𝑗|) − (𝑥𝑗+1, |𝑦𝑗+1|)|| ≤ 𝛿1.

类似地, 计算稳定流形相应的判据为

||(𝑥𝑗, |𝑦𝑗|) − (𝑥𝑗+1, 𝑟|𝑦𝑗+1|)|| ≤ 𝛿1.

3.7 数值计算: 拟周期解与不变流形

本节首先数值地验证了定理 3.2.1 中拟周期解的存在性, 并且利用上一节的数值方

法计算了扰动鞍点的稳定流形与不稳定流形. 基于这两个方面, 系统 3–1 的全局动力学

有了一个较直观的图景.

不失一般性, 本节假设 𝑉 (𝑥, 𝑡) 是 𝜋-周期的, 并设 𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝜖𝑥 cos(2𝑡), 其中 𝜖 为一
个常数.固定 𝜉 = 𝜋/4.根据定理 3.2.1,当 𝜖较小时,区域 I,II,III都存在大量的拟周期解.

取 𝜖 = 0.1, 图 3-6,3-7,3-8 分别为以 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −𝜉, 𝑦 > 0}, {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = 𝜉, 𝑦 < 0},

和 𝑡 = 0 (mod 𝜋) 为截面的 Poincaré 映射的相图, 其中不同颜色代表了不同的初始条

件. 可以看到, 数值仿真结果与理论预期吻合.

图 3-6 𝜖 = 0.1时以 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −𝜉, 𝑦 >
0} 为截面的 Poincaré 映射相图.

图 3-7 𝜖 = 0.1时以 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −𝜉, 𝑦 <
0} 为截面的 Poincaré 映射相图.

当 𝜖 增大时, KAM 理论不再能保证区域 I,II 中不变环面的存在性. 但根据定理

3.2.1 (ii), 在 |𝑦| 充分大的区域内, 动力学仍是近可积的. 取 𝜖 = 0.8, 图 3-9 为以

{(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −𝜉, 𝑦 > 0} 截面的 Poincaré 映射的相图. 可看到区域 I,II 为混沌区域,
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图 3-8 𝜖 = 0.1 时以 𝑡 = 0 为截面的
Poincaré 映射相图.

图 3-9 𝜖 = 0.8时以 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = −𝜉, 𝑦 >
0} 为截面的 Poincaré 映射相图.

而在能量较大的区域仍存在大量的不变曲线.

为了探究在未扰同宿轨道附近的动力学, 下面用本章上一节的方法计算扰动后的

不变流形.

取 𝜖 = 0.1. 令 𝜙 为从 𝑡 = 0 到 𝑡 = 𝜋 的时间-𝜋-映射. 首先利用打靶法找到 𝜙 由
(0, 0) 点扰动的不动点:

(𝑥∗, 𝑦∗) = (0.02000020577986, 0).

矩阵 D𝜙((𝑥∗, 𝑦∗)) 的特征值与特征矢量分别为:

𝜆1 = 23.1370608417321, 𝑣1 = (0.707127994451262, 0.7070855672854144),

𝜆2 = 0.043220709991704, 𝑣2 = (−0.707127991753206, 0.707085569983632).

对映射 𝜙 以及一段长度为 0.01, 方向与 𝑣1 一致的直线, 应用上一节中的步骤 (1)-

(5). 在此线段上均匀地取 100 个点, 令 𝛿1 = 10−6 𝛿2 = 0.005, 𝑚 = 10. 经过四次迭代,

图 3-10 展示了不动点 (𝑥∗, 𝑦∗) 的不稳定流形的一个分支.

类似地可计算不稳定流形的另外一个分支以及稳定流形. 图 3-11 展示了所有的计

算结果: 稳定流形的两个分支以及不稳定流形的两个分支. 图 3-12 显示了 图 3-11 的一

些局部放大.
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图 3-10 鞍点 (𝑥∗, 𝑦∗) 不稳定流形的一支

图 3-11 鞍点 (𝑥∗, 𝑦∗) 的不稳定流形 (红) 与稳定流形 (蓝).
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(a) (b)

(c) (d)

图 3-12 图 3-11 的一些局部放大.

从图 3-11 可看到稳定流形与不稳定流形关于 𝑦 = 0 是对称的. 这实际上是由于外

激励选取以及系统的特殊性, 下面说明当 𝜖 较小时稳定流形与不稳定流形关于 𝑦 = 0
对称. 对于 𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝜖𝑥 cos 2𝑡, 不难验证

(𝜑1(0, −𝑡, 𝑥0, −𝑦0), −𝜑2(0, −𝑡, 𝑥0, −𝑦0)) = (𝜑1(0, 𝑡, 𝑥0, 𝑦0), 𝜑2(0, 𝑡, 𝑥0, 𝑦0)),

其中 (𝜑1(0, 𝑡, 𝑥0, 𝑦0), 𝜑2(0, 𝑡, 𝑥0, 𝑦0)) 为方程 (3–1) 以初值 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦0 = 𝑦0 的解. 由

于碰撞是弹性的, 上式在碰撞过后仍成立. 特别地有

(𝜙1(𝑥, 𝑦), −𝜙2(𝑥, 𝑦)) = 𝜙−1(𝑥, −𝑦),
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其中 𝜙𝑖 为映射 𝜙 的分量. 若令 ℛ(𝑥, 𝑦) = (𝑥, −𝑦), 上式可写为

ℛ ∘ 𝜙 = 𝜙−1 ∘ ℛ.

利用此对称性, 不难说明若映射 𝜙 的一个不变集为 𝐴, 则 ℛ(𝐴) 也为不变集. 这解释了

图 3-8 中不变曲线的对称性. 对于不动点 (𝑥∗, 𝑦∗), 可直接得到

𝜙−1(𝑥∗, −𝑦∗) = (𝑥∗, −𝑦∗).

由于扰动较小, 不动点 (𝑥∗, 𝑦∗) 在 (0, 0) 的附近是唯一的, 故 𝑦∗ = 0. 若点 (𝑥, 𝑦) 在稳
定流形上, 即当 𝑛 → ∞ 时

𝜙𝑛(𝑥, 𝑦) → (𝑥∗, 0),

那么当 𝑛 → ∞ 时有

(𝜙𝑛
1 (𝑥, 𝑦), −𝜙𝑛

2 (𝑥, 𝑦)) → (𝑥∗, 0),

其中 𝜙𝑛
𝑖 为映射 𝜙𝑛 的分量. 故当 𝑛 → ∞ 时

𝜙−𝑛(𝑥, −𝑦) → (𝑥∗, 0),

即点 (𝑥, −𝑦) 在不稳定流形上. 因此, 不稳定流形与稳定流形关于 𝑦 = 0 是对称的. 图

3-11 以及图 3-12 (b),(d) 说明这一结论是可靠的.

当 𝜖 = 0.8,从图 3-9可观察到低速区域是混沌的.不稳定流形的一个分支在图 3-13

展示,可看到其大范围的缠绕使得区域 I,II无法出现大量的拟周期解.并且从图 3-13的

局部放大图 3-14 可观察到不稳定流形在点 (𝜉, 0) 附近缠结得极其复杂. 在这里预测由

于不稳定流形与碰撞面 {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∶ 𝑥 = 𝜉} 发生了擦切, 导致当不稳定流形在点 (𝜉, 0) 附
近时, 𝐷𝜙 的某个特征值的绝对值非常大, 从而使得不稳定流形在擦切点附近有了急剧

的扩张.

3.8 本章小结

本章在外激励的扰动为 𝐶5 类周期函数的条件下, 通过碰撞系统与一类非光滑

Hamilton 系统的等价变换, 作用量-角变量变换以及 KAM 理论, 得到了双面碰撞倒

摆在低速以及高速区域不变环面的存在性; 给出了计算低速与高速区域之间扰动不变

流形的数值算法; 在数值上, 验证了环面的存在性, 计算了带有碰撞效应的不变流形; 讨
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论了当取定某类特殊的外激励时系统不变集的对称性; 最后, 利用本章设计的数值算法

讨论了系统低速区域环面破坏的机理.

图 3-13 𝜖 = 0.8 时不稳定流形的一支.

图 3-14 图 3-13 在擦切点附近的局部放大.
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第 四 章 呼吸圆台球的不变环面与逃逸轨道

4.1 引言

继 Fermi-Ulam 模型之后, 非自治台球, 即构型空间的维数大于 1 且边界随时间

变化的台球, 近年来受到广泛关注. 原因主要有两个方面, 一方面是由于非自治台球是

Fermi-Ulam模型一个自然的高维推广,而对于高维系统,即便系统是充分光滑的, Fermi

加速现象也有可能以 Arnold 扩散的机制出现[25, 40]; 另一方面也是由于许多物理模型

以非自治台球的形式出现, 参见文献 [15, 62].

呼吸圆台球 (breathing circle billiard) 是非自治台球中最简单的一类, 由于系统的

角动量的守恒性, 使得呼吸圆台球模型本质上为单自由度系统. Kamphorst 与 de Car-

valho[49] 证明了当呼吸圆台球的边界是 𝐶𝑟 (𝑟 > 7) 类的周期函数时, 系统在无穷远处

存在大量的不变环面, 从而系统所有的解是有界的. 不同于文献 [49] 中的方法, 本章先

研究约化后的单自由度碰撞系统, 一种新的 Fermi-Ulam 模型, 并证明了此系统所有的

解的有界性. 此结果自然地包含了呼吸圆台球的稳定性. 角动量约化后的系统在原点是

奇异的, 且系统存在运动的墙壁, 这给系统的处理带来极大的不便性. 本章对约化后的

系统作了如下处理: 首先利用 “停止墙壁” 变换, 在损失了两阶光滑性后, 将系统化为了

一个具有静止墙壁的单自由度非自治系统, 变换后的系统仍具有原系统的主要特征; 通

过对作用量-角变量变换后扰动项导数的详细估计, 在高速区域, 得到了系统的扰动项

及其各阶导数都相对于主要项较小这一结论; 最后, 通过类似上一章的处理方法, 交换

时间与位置, 并应用 Moser 小扭转映射定理, 证明了无穷远处不变曲线的存在性.

上述不变环面的存在性是在较高的光滑性条件下证明的, 为了进一步探究环面破

坏的机理, 本章还讨论在光滑性丧失的情况下, 系统 Fermi 加速轨道 (即能量随着时间

趋于无穷的轨道) 的存在性. 具体地, 本章证明了, 如果半径函数是分段光滑的周期函

数, 其导数在一个周期内存在一个间断点, 则在合适的参数下, 系统存在无界轨道.

KAM 理论在系统的光滑性丧失时会失效. Zharnitsky[114] 首此在墙壁运动分段光

滑时证明了 Fermi-Ulam模型无界轨道的存在性.对于弹跳球模型[69] 与半圆外台球[29],

也有类似的结果. 文献 [24] 还详细地研究了墙壁运动函数存在一个间断点时 Fermi-

Ulam 模型动力学的统计性质. 文献 [24, 29] 的工作都基于对导数间断点附近的一个回

归映射的分析. 此回归映射的主要部分为环面上的分段线性映射. 对于 𝐹 ∶ ℝ𝟚/ℤ𝟚 →
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ℝ2/ℤ2, 若对 𝑝 ∈ ℝ2, 有

𝐹 𝑙(𝑝) = 𝑝 + (𝑚, 𝑛), 𝑙, 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ, 𝑙, 𝑛 > 0,

称 𝑝, 𝐹(𝑝)..., 𝐹 𝑙−1(𝑝) 为 𝐹 的一条加速周期轨道. 此分段线性映射加速周期轨道的稳定

性蕴含了原系统无界轨道的存在性. 在半径函数是分段光滑的周期函数的条件下, 本章

详细地推导了呼吸圆台球在奇异点附近的回归映射的表达式; 通过验证加速周期轨道

的非退化条件, 证明了系统 Fermi 加速轨道的存在性. 这部分的结果及所用到的计算主

要启发于文献 [24, 29].

4.2 呼吸圆台球模型的角动量约化及本章主要结果

假设平面内一个圆的边界由以下方程所控制

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2(𝑡),

其中 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑅(𝑡) 是严格大于 0 的 1-周期函数. 一个质点在此动圆内作自由运动,

且与圆的边界发生完全弹性碰撞, 见图 4-1. 此力学模型称为呼吸圆台球模型.

图 4-1 呼吸圆台球模型.

使用极坐标 (𝑟, 𝜃), 上述系统的 Lagrange 函数为

𝐿(𝑟, 𝜃, ̇𝑟, ̇𝜃) = 1
2 ̇𝑟2 + 1

2𝑟2 ̇𝜃2.
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由于做自由运动, 系统关于原点的角动量守恒. 具体地, 由 Lagrange 方程:

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝑑
𝑑𝑡(𝑟2 ̇𝜃) = 𝜕𝐿

𝜕𝜃 = 0,

故质点做自由运动时 𝑟2 ̇𝜃 不变. 并且, 由弹性碰撞规则:

当 𝑟 = 𝑅(𝑡), ̇𝑟(𝑡+) = − ̇𝑟(𝑡−) + 2𝑅̇(𝑡),

角动量 𝑟2 ̇𝜃 在碰撞时也不发生改变. 因此呼吸圆台球的角动量是守恒的.

当 𝑟2 ̇𝜃 = 0 时, 质点的运动限制在圆的一条直径上, 此时系统即为经典的双面碰撞

Fermi-Ulam 模型, 文献 [59] 中的结果可以应用在这个特殊情形下. 因此, 本章主要考虑

𝑟2 ̇𝜃 ≠ 0 不等于 0 的情况. 不失一般性, 假设

𝑟2 ̇𝜃 = 1.

当 𝑟2 ̇𝜃 = 1, 有
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑟 = 𝜕𝐿

𝜕𝑟 , 即 ̈𝑟 = 𝑟 ̇𝜃2 = 1
𝑟3 .

角动量约化后得到一个单自由度碰撞系统

̈𝑟 = 1
𝑟3 , (4–1)

其中 0 < 𝑟 ≤ 𝑅(𝑡), 墙壁运动为 𝑟 = 𝑅(𝑡). 此单自由度碰撞系统 (4–1) 即本章中研究的

新的 Fermi-Ulam 模型. 经典的 Fermi-Ulam 模型描述一个质点在一端固定, 一端周期

运动的墙壁之间作自由运动. 在系统 (4–1) 中, 固定的墙壁 𝑟 = 0 的作用可用一个势能
1/2𝑟2 代替. 这是由于系统 (4–1) 的 Hamilton 量为

𝐻 = 1
2 ̇𝑟2 + 1

2𝑟2 .

当质点从右侧接近于 𝑟 = 0 时, 由于其会受到一个极大的排斥力, 运动将会反向. 势能

1/2𝑟2 引起的效应就如同质点在 𝑟 = 0 处发生了弹性碰撞. 有着这类势能的系统在文献

中被称作为 “软台球”. 软台球系统的动力学与通常的台球有相似之处, 例如, 对于有限

时间的解, 总可以用软台球的轨线去逼近真实台球的轨线[9, 92, 110]. 并且, 可用此性质

证明台球系统中周期轨道的存在性[9, 110]. 然而, 有许多具有遍历性的台球, 其相应的软

台球却具有椭圆型的周期轨道[93],这说明相应的软台球系统不可能是遍历的.同时对于
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可积的椭圆台球,其相应的软台球模型却存在着大量的混沌轨道[52].这些结果说明台球

与其相应的软台球的动力学并不是等同的, 在许多情形下这两者的动力学甚至有着极

大的差异. 因此研究系统 (4–1) 的动力学是有理论意义的, 不仅仅是因为此系统是呼吸

圆台球角动量约化后的系统.

以下结论为本章的主要结果.

定理 4.2.1. 若 𝑅(𝑡) 为 𝐶7 类的严格大于 0 的 1-周期函数, 则系统 (4–1) 在无穷远处

存在不变环面. 特别地, 其所有的解都具有有界的能量.

推论 4.2.1. 对于呼吸圆台球: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2(𝑡), 其中 𝑅(𝑡) 为 𝐶7 类的严格大于 0 的

1-周期函数, 则其所有的解都具有有界的能量.

定理 4.2.2. 假设 1-周期函数 𝑅(𝑡) 是分段光滑的且在一个周期内其导数仅有一个间断
点. 不失一般性, 设此间断点在 𝑡 = 0 (mod 1) 处. 定义常数:

Δ = 𝑅(0)(𝑅̇(0+) − 𝑅̇(0−)) ∫
1

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠.

那么当 Δ ∈ (2, 4)\{3} 时, 呼吸圆台球 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2(𝑡) 存在 Fermi 加速轨道 (能量随

着时间趋于无穷的轨道).

4.3 “停止墙壁” 变换与作用量-角变量变换

本节使用文献 [114] 中的变换将系统 (4–1) 转变为一个具有静止墙壁的单自由度

非自治系统. 这样的处理虽然方便于作用量-角变量的构造, 但也使得系统的光滑性降

低了两阶.

令

𝑞 = 𝑟
𝑅(𝑡).

系统 (4–1) 变为

̈𝑟 = 𝑅 ̈𝑞 + 2𝑅̇ ̇𝑞 + 𝑅̈𝑞 = 1
𝑟3 = 1

𝑅3𝑞3 ,

即

𝑅 ̈𝑞 + 2𝑅̇ ̇𝑞 + 𝑅̈𝑞 = 1
𝑅3𝑞3 . (4–2)

为消去式 (4–2)中含 ̇𝑞 的项,引入新时间 𝜏 = 𝑎(𝑡),其中 𝑎为一个可逆的光滑函数, 𝑎的
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定义将在稍后给出. 为了不混淆记号, 对于一个在旧的时间下的函数 𝑤(𝑡), 令

𝑤 = 𝑤(𝑎−1(𝜏)), 𝑤′ = 𝑑
𝑑𝜏 (𝑤(𝑎−1(𝜏))), 𝑤″ = 𝑑2

𝑑𝜏2 (𝑤(𝑎−1(𝜏))),

𝑤̇ = 𝜕𝑤
𝜕𝑡 (𝑎−1(𝜏)), 𝑤̈ = 𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 (𝑎−1(𝜏)).

方程 (4–2) 在新的时间 𝜏 下变为

𝑅 ̇𝑎2𝑞″ + 2𝑅̇ ̇𝑎𝑞′ + 𝑅 ̈𝑎𝑞′ + 𝑅̈𝑞 = 1
𝑅3𝑞3 . (4–3)

定义

𝜏 = 𝑎(𝑡) = ∫
𝑡

0

𝑑𝑠
𝑅2(𝑠).

由 𝜏 的定义, 函数 𝑅(𝑎−1(𝜏)) 将会是以 ∫1
0

𝑑𝑠
𝑅2(𝑠) 为周期的函数, 且其光滑阶数与函数

𝑅 的光滑阶数一致. 由 𝑎 的定义可得到

𝑅2 ̇𝑎 = 1, 2𝑅̇ ̇𝑎 + 𝑅 ̈𝑎 = 0.

故方程 (4–3) 在新时间下为

𝑅 ̇𝑎2𝑞″ + 𝑅̈𝑞 = 1
𝑅3𝑞3 .

将 ̇𝑎 用 1
𝑅2 替换, 最终得到方程

𝑞″ + 𝑅3𝑅̈𝑞 = 1
𝑞3 . (4–4)

注意到墙壁 𝑟 = 𝑅(𝑡) 在新坐标下为 𝑞 = 1. 对于碰撞规则, 利用定义有

̇𝑟(𝑡+)+ ̇𝑟(𝑡−) = 2𝑅̇(𝑡) ⇔ 𝑅̇(𝑡+)𝑞(𝑡+)+𝑅̇(𝑡+) ̇𝑞(𝑡+)+𝑅̇(𝑡−)𝑞(𝑡−)+𝑅̇(𝑡−) ̇𝑞(𝑡−) = 2𝑅̇(𝑡)

⇔ 1
𝑅(𝑞′(𝜏+) + 𝑞′(𝜏−)) = 0,

上式的推导用到了以下等式 𝑞(𝑡+) = 𝑞(𝑡−) = 1, 𝑅̇(𝑡+) = 𝑅̇(𝑡−) = 𝑅̇(𝑡). 故在新的坐标
以及时间下, 碰撞规则变为了在 𝑞 = 1 的完全弹性碰撞规则.

综上, 利用 “停止” 墙壁变换, 系统 (4–1) 变换成系统 (4–4), 墙壁变为 𝑞 = 1 且碰
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撞是完全弹性的. 为了方便起见, 仍用 “⋅” 表示对时间的导数. 令

𝑅3(𝑎−1(𝜏))𝑅̈(𝑎−1(𝜏)) = 𝑔(𝜏).

将时间的记号换回 𝑡 并假设函数 𝑔 是 1-周期的. 由于 𝑅(𝑡) 是 𝐶7 类的周期函数, 故

𝑔(𝑡) 是 𝐶5 类的函数. 方程 (4–4) 在新的记号下为

̈𝑞 = 1
𝑞3 − 𝑔(𝑡)𝑞, (4–5)

其中 0 < 𝑞 ≤ 1, 当 𝑞(𝑡) = 1 时, ̇𝑞(𝑡+) = − ̇𝑞(𝑡−).
系统 (4–5) 的 Hamilton 量为

𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑡) = 1
2𝑝2 + 1

2𝑞2 + 1
2𝑔(𝑡)𝑞2,

其中 𝑝 = ̇𝑞. 可以看到, 变换后系统的 Hamilton 量仅与原系统的 Hamilton 量差了一项
1
2𝑔(𝑡)𝑞2. 由于质点的运动被限制在区间 (0, 1] 内, 当能量较大时, 1

2𝑔(𝑡)𝑞2 是相对较小的

量. 故至少从直觉上, 可将 1
2𝑔(𝑡)𝑞2 当作一个扰动, 这与本章开始所说的 “停止墙壁” 变

换将保留系统的主要特征一致.

下面进行作用量-角变量变换. 考虑未扰系统

̈𝑞 = 1
𝑟3 ,

其中 0 < 𝑞 ≤ 1, 当 𝑞 = 1 时, ̇𝑞(𝑡+) = − ̇𝑞(𝑡−). 未扰系统的 Hamilton 量为

𝐻0(𝑝, 𝑞) = 1
2𝑝2 + 1

2𝑞2 , (4–6)

其中 𝑝 = ̇𝑞. 系统 (4–6) 的相图结构, 即函数 𝐻0 的等势线, 如图 4-2 所示.

同处理倒摆低速碰撞运动时相似, 下面定义作用量-角变量变换. 不同的是, 由于要

处理能量较大时的情形, 还需要对一些重要的量作估计.

令 𝐼(ℎ) 为等势线 {(𝑝, 𝑞) ∶ 𝐻0(𝑝, 𝑞) = ℎ, 0 < 𝑞 ≤ 1} 及其关于 𝑞 = 1 的镜像所围的
面积, 见图 4-3. 由定义有

𝐼(ℎ) = 4(
√

2ℎ − 1 − ∫
√

2ℎ−1

0

1
√2ℎ − 𝑝2 𝑑𝑝) = 4

√
2ℎ − 1 − 4 arctan

√
2ℎ − 1. (4–7)
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图 4-2 𝐻0 的等势线.

图 4-3 作用量-角变量坐标.

由式 (4–7), 当 ℎ > 1/2, 𝐼(ℎ) 是 𝐶∞ 类的函数. 当 ℎ > 1, 有

𝐼′(ℎ) = 2
√

2ℎ − 1
ℎ > 0, (4–8)

𝐼″(ℎ) = 2(1 − ℎ)
ℎ2√

2ℎ − 1
< 0. (4–9)

故当 𝐼 充分大, 可得到反函数 ℎ(𝐼), 其满足

𝐼(ℎ(𝐼)) = 𝐼, ℎ′(𝐼) > 0, ℎ″(𝐼) > 0. (4–10)

在本节, 始终假设 𝐼 充分大, 因此式 (4–8),(4–9) 始终成立.
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定义生成函数:

𝑆(𝑝, 𝐼) = ∫
𝑝

−√2ℎ(𝐼)−1
(−𝑞(𝑠, 𝐼) + 1)𝑑𝑠,

其中 𝑝 ∈ [−√2ℎ(𝐼) − 1, √2ℎ(𝐼) − 1], 𝑞(𝑝, 𝐼) 满足

ℎ(𝐼) = 1
2𝑝2 + 1

2𝑞(𝑝, 𝐼)2 , 即 𝑞(𝑝, 𝐼) = 1
√2ℎ(𝐼) − 𝑝2 .

由生成函数 𝑆 的定义, 𝑆(𝑝0, 𝐼0) 为由 𝑝 = 𝑝0, 𝑞 = 1, 与固定等势线 (即确定了 𝐼0) 所围

的面积, 即图 4-3 中阴影区域的面积. 辛变换 (𝐼, 𝜙) ↦ (𝑝, 𝑞) 由以下式子所定义:

−𝑞 + 1 = 𝑆𝑝(𝑝, 𝐼), (4–11)

𝜙 = 𝑆𝐼(𝑝, 𝐼). (4–12)

由于
𝜕𝜙
𝜕𝑝 (𝑝, 𝐼) = 𝜕2𝑆

𝜕𝐼𝜕𝑝 = ℎ′(𝐼)
(2ℎ(𝐼) − 𝑝2)3/2 > 0, (4–13)

可从式 (4–12) 中确定 𝑝(𝐼, 𝜙). 将式 (4–11) 中的 𝑝 由 𝑝(𝐼, 𝜙) 替换, 可确定 𝑞(𝐼, 𝜙). 因此
变换 (𝐼, 𝜙) ↦ (𝑝, 𝑞) 就定义好了.

首先说明 𝜙 ∈ [0, 1/2]. 由式 (4–12), 直接计算可得到

𝜙(𝑝, 𝐼) = 𝑆𝐼(𝑝, 𝐼) = 𝜕
𝜕𝐼 ∫

𝑝

−√2ℎ(𝐼)−1
(− 1

√2ℎ(𝐼) − 𝑠2 + 1)𝑑𝑠

= 𝜕
𝜕𝐼 (− arctan 𝑝

√2ℎ(𝐼) − 𝑝2 − arctan √2ℎ(𝐼) − 1 + 𝑝 + √2ℎ(𝐼) − 1)

= ℎ′(𝐼)
2ℎ(𝐼)( 𝑝

√2ℎ(𝐼) − 𝑝2 + √2ℎ(𝐼) − 1)

= 1
4 + 𝑝

4√(2ℎ(𝐼) − 1)(2ℎ(𝐼) − 𝑝2)
, (4–14)

最后一步推导用到了

ℎ′(𝐼) = 1
𝐼′(ℎ(𝐼)) = ℎ(𝐼)

2√2ℎ(𝐼) − 1
, (4–15)

𝐼′(ℎ) 的表达式见式 (4–8). 利用式 (4–14) 可观察到当 𝑝 = −
√

2ℎ − 1, 0,
√

2ℎ − 1,

𝜙 = 0, 1/4, 1/2, 见图 4-3. 由 (4–13), 当 𝐼 固定时 𝜙(𝑝, 𝐼) 关于 𝑝 是递增的函数, 而

𝑝 ∈ [−
√

2ℎ − 1,
√

2ℎ − 1]. 故 𝜙 ∈ [0, 1/2].
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现在推导由 𝜙 与 ℎ(𝐼) 表示的 𝑞(𝐼, 𝜙) 的显式表达式. 根据式子 (4–14) 可得到

𝑝2(𝐼, 𝜙) = 2ℎ(𝐼)(4𝜙 − 1)2(2ℎ(𝐼) − 1)
1 + (4𝜙 − 1)2(2ℎ(𝐼) − 1) .

将上式带入得到

𝑞(𝐼, 𝜙) = 1
√2ℎ(𝐼) − 𝑝2(𝐼, 𝜙)

= √(1 − 4𝜙)2 + 4(1 − 2𝜙)𝜙
ℎ(𝐼) . (4–16)

本节中, 设 𝑘, 𝑙 始终是大于等于 0 的整数, 及

0 < 𝑐𝑘 ≤ 𝐶𝑘, 0 < 𝑐𝑘,𝑙 ≤ 𝐶𝑘,𝑙

为常数. 以下关于函数 𝐼(ℎ), ℎ(𝐼), 与 𝑞(𝐼, 𝜙) 的估计对接下来的分析是至关重要的.

引理 4.3.1. 当 ℎ, 𝐼 充分大, 𝜙 ∈ [0, 1
2 ] 时, 函数 𝐼(ℎ), ℎ(𝐼), 与 𝑞(𝐼, 𝜙) 都是 𝐶∞ 类的函

数. 并且当 ℎ, 𝐼 充分大时有

(i) 𝑐𝑘ℎ1/2−𝑘 ≤ |𝐼(𝑘)(ℎ)| ≤ 𝐶𝑘ℎ1/2−𝑘;

(ii) 𝑐𝑘𝐼2−𝑘 ≤ |ℎ(𝑘)(𝐼)| ≤ 𝐶𝑘𝐼2−𝑘;

(iii) |𝜕𝑘𝑞
𝜕𝐼𝑘 (𝐼, 𝜙)| ≤ 𝑐𝑘𝐼−𝑘,

其中 𝑘 ≥ 0, 𝐼(𝑘)(ℎ) = 𝑑𝑘𝐼
𝑑ℎ𝑘 , ℎ(𝑘)(𝐼) = 𝑑𝑘ℎ

𝑑𝐼𝑘 .

证明: 函数 𝐼, ℎ, 𝑞 的光滑性可由式 (4–7), ℎ(𝐼(ℎ)) = ℎ,以及 (4–16)直接得到.当 𝑘 = 0,

估计 (i) 由 𝐼 的定义 (4–7) 直接得到. 利用归纳法可证明当 𝑖 ≥ 1,

𝐼(𝑖)(ℎ) = 𝑃𝑖(ℎ)(2ℎ − 1)1/2−𝑖

ℎ𝑖 ,

其中 𝑃𝑖 为 𝑖 次的多项式. 因此估计 (i) 已证.

下面说明当 𝑘 = 0, 1 时, 估计 (ii) 与 (iii) 成立. 𝑘 ≥ 2 的情形可用文献 [54,

Appendix] 中的方法归纳得到. 为了避免引起混淆, 引入变量 𝑠. 由 𝑘 = 0 时的估计 (i)

以及函数 ℎ 的单调性, 可得到

ℎ(𝑐0𝑠1
2 ) ≤ 𝑠 ≤ ℎ(𝐶0𝑠1

2 ).
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上式蕴含了 𝑘 = 0 时的估计 (ii). 关于 ℎ′(𝐼) 的估计可直接由公式 (4–15) 得到. 对于

𝑘 = 0 时的估计 (iii), 由于 𝑞 ∈ (0, 1], 此情况是平凡的. 对式 (4–16) 直接求导可得

| 𝜕𝑞
𝜕𝐼 (𝐼, 𝜙)| = |2𝜙(2𝜙 − 1)ℎ′(𝐼)

ℎ2(𝐼)𝑞(𝐼, 𝜙) | ≤ |2𝜙(2𝜙 − 1)ℎ′(𝐼)
ℎ2(𝐼)𝑞(𝐼, 1/4) | = |2𝜙(2𝜙 − 1)ℎ′(𝐼)√2ℎ(𝐼)

ℎ2(𝐼) |,

这里用到了 𝑞(𝐼, 𝜙) ≥ 𝑞(𝐼, 1/4) = 1/√2ℎ(𝐼), 见图 4-3. 由 (ii), 当 𝐼 充分大时有
|𝜕𝑞/𝜕𝐼| ≤ 𝑐1𝐼−2 ≤ 𝑐1𝐼−1. 这证明了 𝑘 = 1 情况下的估计 (iii). 最后注意到, 估计 (iii)

并不是最优的. 实际上, 对于 𝑘 ≥ 1 有

| 𝜕
𝑘𝑞

𝜕𝐼𝑘 (𝐼, 𝜙)| ≤ 𝑐𝑘𝐼−𝑘−1.

但由于 𝑐0𝐼−1 ≤ 1/√2ℎ(𝐼) ≤ 𝑞(𝐼, 𝜙) ≤ 1 且 𝑞(𝐼, 0) = 1, 上式在 𝑘 = 0 时并不成立. 为

了方便起见, 这里取了 (iii) 的形式, 且 (iii) 对于下一节的估计是足够的.

4.4 高速区域的扭转映射

这一节将把系统在能量较大的区域的动力学化作一个小扭转映射. 由于接下来的

变换较多, 这里给出了最主要的变换与记号:

(𝑝, 𝑞, 𝐻, 𝑡) 作用量-角变量−−−−−−−−→
变换

(𝐼, 𝜙, 𝐻, 𝑡) 尺度化−−−−→
变换

(𝜖𝐼, 𝜙, 𝜖2𝐻, 𝑡
𝜖) = (𝑃 , 𝜙, 𝐸, 𝑇 )

时间与角度−−−−−−→
的交换

(𝜖2𝐻, 𝑡, 𝜖2𝐼, 𝜙) = (𝐸, 𝑡, 𝑀, 𝜙) (4–17)

其中 (⋅, ⋅, ⋅, ⋅) 分别为广义动量, 广义坐标, Hamilton 量与时间. (4–17) 中的每一个变换

都将一个 Hamilton 系统转变为另一个 Hamilton 系统. 参见本文第二章 2.2 节.

在上一节中的作用量-角变量下, 系统 (4–5) 的 Hamilton 量为

𝐻(𝐼, 𝜙, 𝑡) = ℎ(𝐼) + 1
2𝑔(𝑡)𝑞2(𝐼, 𝜙).

引入小参数 𝜖 > 0. 由微分形式

𝜖(𝐼𝑑𝜙 − 𝐻𝑑𝑡) = 𝜖𝐼𝑑𝜙 − 𝜖2𝐻𝑑 𝑡
𝜖

关于 Hamilton 方程积分曲线的不变性, 可取 (𝑃 , 𝜙, 𝐸, 𝑇 ) = (𝜖𝐼, 𝜙, 𝜖2𝐻, 𝑡
𝜖) 分别为广义
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动量, 广义坐标, Hamilton 量与时间. 新坐标下的 Hamilton 量为

𝐸(𝑃 , 𝜙, 𝑇 ) = 𝜖2ℎ(𝑃
𝜖 ) + 1

2𝜖2𝑔(𝜖𝑇 )𝑞2(𝑃
𝜖 , 𝜙). (4–18)

固定 𝑃 ∈ [1, 2]. 注意到由于 𝑃 = 𝜖𝐼 , 当 𝜖 很小即意味着初始的能量很大. 由引理 4.3.1,

以下估计对充分小的 𝜖 成立:

𝑐𝑘 ≤ | 𝑑𝑘

𝑑𝑃 𝑘 𝜖2ℎ(𝑃
𝜖 )| ≤ 𝐶𝑘, (4–19)

| 𝜕𝑘+𝑙

𝜕𝑃 𝑘𝜕𝑡𝑙
1
2𝜖2𝑔(𝑡)𝑞2(𝑃

𝜖 , 𝜙)| ≤ 𝐶𝑘,𝑙𝜖2, (4–20)

其中 0 ≤ 𝑘 + 𝑙 ≤ 5. 由 𝑃 ∈ [1, 2], 从式 (4–18),(4–20) 可得到

𝐸 ∈ [𝜖2ℎ(1
𝜖 ) + 𝑂(𝜖2), 𝜖2ℎ(2

𝜖 ) + 𝑂(𝜖2)].

由 (4–19) 以及函数 ℎ 的严格单调性 (见 (4–10)), 可取一个不依赖于 𝜖 的非空区间
[ℎ0, ℎ1] (ℎ0 > 0) 使得

𝐸 ∈ [ℎ0, ℎ1] ⊂ [𝜖2ℎ(1
𝜖 ) + 𝑂(𝜖2), 𝜖2ℎ(2

𝜖 ) + 𝑂(𝜖2)].

在 (4–17) 中的前两个变换已经完成之后, 现在取 𝜙 作为新的时间, 完成 (4–17) 中

的最后一步变换. 具体地, 由于

𝜖(𝑃𝑑𝜙 − 𝐸𝑑𝑇 ) = −(𝐸𝑑𝜖𝑇 − 𝜖𝑃𝑑𝜙) = −(𝐸𝑑𝑡 − 𝜖𝑃𝑑𝜙),

取 (𝐸, 𝑡, 𝑀, 𝜙) = (𝐸, 𝜖𝑇 , 𝜖𝑃 , 𝜙) 分别为广义动量, 广义坐标, Hamilton 量与时间. 根据

估计 (4–10), (4–18), (4–19) 和 (4–20), 当 𝜖 充分小时,

𝜕𝐸
𝜕𝑃 (𝑃 , 𝜙, 𝑡/𝜖) ≥ 𝐶0 > 0,

在 (𝑃 , 𝜙, 𝑡) ∈ [1, 2] × [0, 1/2] × 𝑆1 上成立. 因此, 可从式 (4–18) 形式上地得到反函数

𝑃(𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖) = 𝜖𝐼( 𝐸
𝜖2 ) + 𝐼1(𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖), (4–21)
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其中 𝐼1 满足

𝜖2ℎ(𝐼( 𝐸
𝜖2 ) + 1

𝜖 𝐼1(𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖)) + 1
2𝜖2𝑔(𝑡)𝑞2(𝐼( 𝐸

𝜖2 ) + 1
𝜖 𝐼1(𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖), 𝜙) = 𝐸. (4–22)

由 𝑀 的定义,

𝑀(𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖) = 𝜖𝑃(𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖) = 𝜖2𝐼( 𝐸
𝜖2 ) + 𝜖𝐼1(𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖). (4–23)

函数 𝑀(𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖) 相应的 Hamilton 方程为

𝑑𝑡
𝑑𝜙 =𝜕𝑀

𝜕𝐸 = 𝐼′( 𝐸
𝜖2 ) + 𝜖𝜕𝐼1

𝜕𝐸 (𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖),
𝑑𝐸
𝑑𝜙 = − 𝜕𝑀

𝜕𝑡 = −𝜖𝜕𝐼1
𝜕𝑡 (𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖).

(4–24)

为得到 Moser 小扭转映射定理中的形式, 还需要进行最后一步变换令

2𝜖 ̄𝐸 ∶= 𝐼′( 𝐸
𝜖2 ) = 2𝜖

√
2𝐸 − 𝜖2

𝐸 , 即 𝐸 = 1 +
√

1 − 𝜖2 ̄𝐸2
̄𝐸2 . (4–25)

由 𝐸 ∈ [ℎ0, ℎ1] 与 ̄𝐸 的定义, 可取一个不依赖于 𝜖 的非空开区间 [ℎ̄0, ℎ̄1], 使得对于
𝐸 ∈ [ℎ0, ℎ1], 有 ̄𝐸 ∈ [ℎ̄0, ℎ̄1] (ℎ̄0 > 0).

在坐标 ( ̄𝐸, 𝑡) 下, 方程 (4–24) 转变为

𝑑𝑡
𝑑𝜙 =2𝜖 ̄𝐸 + 𝐼2( ̄𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖),

𝑑 ̄𝐸
𝑑𝜙 =𝐼3( ̄𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖),

(4–26)

其中

𝐼2( ̄𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖) = 𝜖𝜕𝐼1
𝜕𝐸 (1 +

√
1 − 𝜖2 ̄𝐸2

̄𝐸2 , 𝑡, 𝜙, 𝜖), (4–27)

𝐼3( ̄𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖) = 𝜕 ̄𝐸
𝜕𝐸

𝜕𝐼1
𝜕𝑡 (1 +

√
1 − 𝜖2 ̄𝐸2

̄𝐸2 , 𝑡, 𝜙, 𝜖), (4–28)

𝜕 ̄𝐸
𝜕𝐸 = − 𝜖 ̄𝐸3(1 − 𝜖2 ̄𝐸2 +

√
1 − 𝜖2 ̄𝐸)

(1 +
√

1 − 𝜖2 ̄𝐸)2√2 − 𝜖2 ̄𝐸2 + 2
√

1 − 𝜖2 ̄𝐸
.
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在 𝜙 ∈ [0, 1/2] 上形式地积分方程 (4–26), 最终得到了扭转映射

𝑡1 = 𝑡0 + 𝜖 ̄𝐸0 + 𝑁1( ̄𝐸0, 𝑡0, 𝜖),
̄𝐸1 = ̄𝐸0 + 𝑁2( ̄𝐸0, 𝑡0, 𝜖).

(4–29)

映射 (4–29) 与 Moser 小扭转定理中的映射具有相同的形式. 由于扭转映射为一个

系统的时间截面映射, 而此系统共轭于一个 Hamilton 系统, 故图交性质也成立. 因此若

存在 𝜖0 > 0 使得
| 𝜕𝑘+𝑙

𝜕 ̄𝐸𝑘
0 𝜕𝑡𝑙

0
𝑁𝑖( ̄𝐸0, 𝑡0, 𝜖)| ≤ 𝜖1+𝜈, (𝑖 = 1, 2), (4–30)

在 ( ̄𝐸0, 𝑡0) ∈ [ℎ̄0, ℎ̄1] × 𝑆1 上成立, 其中 0 ≤ 𝑘 + 𝑙 ≤ 4, 𝜈 > 0 为常数, 𝜖 ∈ (0, 𝜖0], 则映
射 (4–29) 满足 Moser 小扭转定理的条件.

估计 (4–30) 的证明: 当 𝐼 充分大时, ℎ′(𝐼) > 0. 根据式 (4–19),(4–20) 以及隐函数定理,

式 (4–21) 中的反函数 𝑃 定义完好. 并且, 由引理 4.3.1 (i) 以及估计 (4–20), 当 𝜖 充分
小时有

| 𝜕𝑘+𝑙

𝜕𝐸𝑘𝜕𝑡𝑙 𝐼1(𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖)| ≤ 𝐶𝑘,𝑙𝜖2 (4–31)

在 (𝐸, 𝑡, 𝜙) ∈ [ℎ0, ℎ1] × 𝑆1 × [0, 1/2] 上成立 (0 ≤ 𝑘 + 𝑙 ≤ 5). 注意到 ̄𝐸 ∈ [ℎ̄0, ℎ̄1]
(ℎ̄0 > 0), 因此 𝜕 ̄𝐸/𝜕𝐸 与 (1 +

√
1 − 𝜖2 ̄𝐸2)/ ̄𝐸2 及其导数都是有界的. 故根据 𝐼2,𝐼3 的

定义 (见 (4–27),(4–28)), 当 𝜖 充分小时函数 𝐼2,𝐼3 满足:

| 𝜕𝑘+𝑙

𝜕 ̄𝐸𝑘𝜕𝑡𝑙 𝐼𝑗( ̄𝐸, 𝑡, 𝜙, 𝜖)| ≤ 𝐶𝑘,𝑙𝜖3, (4–32)

其中 𝑗 = 2, 3, ( ̄𝐸, 𝑡, 𝜙) ∈ [ℎ̄0, ℎ̄1] × 𝑆1 × [0, 1/2], 0 ≤ 𝑘 + 𝑙 ≤ 4. 根据解对初值的可微依

赖性 (参见 [70, Lemma 1]), 对方程 (4–26) 我们有

| 𝜕𝑘+𝑙

𝜕 ̄𝐸𝑘𝜕𝑡𝑙 𝑁𝑗( ̄𝐸, 𝑡, 𝜖)| ≤ 𝐶𝑘,𝑙𝜖3, (4–33)

其中 𝑗 = 1, 2, ( ̄𝐸, 𝑡) ∈ [ℎ̄0, ℎ̄1] × 𝑆1, 0 ≤ 𝑘 + 𝑙 ≤ 4, 𝜖 充分小. 取 𝜖0 充分小使得

max𝑘+𝑙≤4 𝐶𝑘,𝑙𝜖3 ≤ 𝜖1+𝜈, 其中 𝜈 > 0 为常数. 因此估计 (4–30) 可由式 (4–33) 得到.

下面完成定理 4.2.1 的证明. 由 Moser 小扭转定理, 映射 (4–29) 在区域

( ̄𝐸, 𝑡) ∈ [ℎ̄0 + 𝑂(𝜖1+𝜈), ℎ̄1 + 𝑂(𝜖1+𝜈)] × 𝑆1
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具有同伦非平凡的不变曲线,其中 𝜖 ∈ (0, 𝜖0], 𝜖0 为一个充分小的常数.回溯变换 (4–25)

与 (4–17), 可知

𝜖2𝐻 = 𝐸 = 1 +
√

1 − 𝜖2 ̄𝐸2
̄𝐸2 ,

即

𝐻 = 1 +
√

1 − 𝜖2 ̄𝐸2

𝜖2 ̄𝐸 .

由于 ( ̄𝐸, 𝑡) ∈ [ℎ̄0 + 𝑂(𝜖1+𝜈), ℎ̄1 + 𝑂(𝜖1+𝜈)] × 𝑆1, 同伦非平凡的不变曲线存在于如下区

域

(𝐻, 𝑡) ∈ 𝒰𝜖 ∶= [
1 + √1 − 𝜖2ℎ̄2

1 + 𝑂(𝜖3+𝜈)
𝜖2ℎ̄1 + 𝑂(𝜖3+𝜈) ,

1 + √1 − 𝜖2ℎ̄2
0 + 𝑂(𝜖3+𝜈)

𝜖2ℎ̄0 + 𝑂(𝜖3+𝜈) ] × 𝑆1 =

[ 2
𝜖2ℎ̄1

+ 𝑂( 1
𝜖1−𝜈 ), 2

𝜖2ℎ̄0
+ 𝑂( 1

𝜖1−𝜈 )] × 𝑆1. (4–34)

注意到 0 < ℎ̄0 < ℎ̄1, 𝜈 > 0, 且 ℎ̄0, ℎ̄1, 𝜈 都为不依赖于 𝜖 的参数. 因此, 根据 𝒰𝜖 的定

义, 可取序列 {𝜖𝑖}𝑖∈ℕ 使得当 𝑖 → ∞ 时, 𝜖𝑖 → 0, 且对 𝑗 ≠ 𝑘

𝒰𝜖𝑗 ∩ 𝒰𝜖𝑘 = ∅.

由于当 𝑖 → ∞ 时, 𝒰𝜖𝑖 可以任意地接近于 ∞ × 𝑆1, 在任意大的能量区域内都存在有不

变曲线. 而这为系统 (4–1) 的解提供了一个障碍, 即系统 (4–1) 所有的解都具有有界的

能量.

现在回到呼吸圆台球模型. 对任意 𝑟2 ̇𝜃 = 𝑐 ≠ 0 的解, 角动量约化后的系统为

̈𝑟 = 𝑐2

𝑟3 , (4–35)

其中 0 < 𝑟 ≤ 𝑅(𝑡), 𝑟 = 𝑅(𝑡) 为刚性墙壁. 则重复对 𝑟2 ̇𝜃 = 1 的情形下的处理, 可证明

系统 (4–35) 所有的解都具有有界能量. 由能量函数的定义, 这意味着 𝑟 不能任意地接
近于 0 且 ̇𝑟 是有界的. 由于 𝑟2 ̇𝜃 = 𝑐, 这意味着 ̇𝜃 也是有界的, 故质点的能量始终有界.

当 𝑟2 ̇𝜃 = 0, 此时质点的运动限制在一条直径上. 在此情形下, 文献 [59] 中的结果可以

得到应用, 即此时质点的能量也有界. 综合这两条论述, 推论 4.2.1 得到证明.
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4.5 隐式碰撞映射及奇点附近的范式映射

我们接下来考虑 𝑅(𝑡) 仅为分段光滑时呼吸圆台球在高速区域的动力学. 考虑呼吸

圆台球 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2(𝑡), 其中 𝑅(𝑡) 为一个 1-周期的分段光滑函数, 其导数在一个周期

内仅有一个间断点. 不失一般性, 假设此间断点在 𝑡 = 0 (mod 1) 处. 由角动量约化 (见

本章第一节), 系统为
⎧{
⎨{⎩

̇𝑟 = 𝑣,
̇𝑣 = 1/𝑟3.

(4–36)

其中 𝑣 = ̇𝑟, 0 < 𝑟 ≤ 𝑅(𝑡), 在 𝑟 = 𝑅(𝑡) 处有一刚性墙壁. 这里角动量约化时, 仍取

𝑟2 ̇𝜃 = 1.

取碰撞面 {(𝑟, 𝑣, 𝑡) ∶ 𝑟 = 𝑅(𝑡), 𝑣 < 0} 作为 Poincaré 截面, 取碰撞的瞬时 𝑡 以及碰
撞后的速度的绝对值作为 Poincaré映射的变量.记此 Poincaré映射为 𝑓 . 𝑓 并不是显示
定义的, 但可以利用系统 (4–36) 的基本性质给出一个隐式的定义. 在给出这个隐式定

义之前, 先来定义一个函数, 此函数即 𝑅(𝑡) 为常量时, 系统 (4–36) 的轨线运动的周期.

固定参数 𝜆,令固定的墙壁位置为 𝑅(𝜆).此时系统 (4–36)是不依赖于时间的.假设

轨线碰撞完以后速度的绝对值为 𝑣, 则此时轨线运动的周期为

𝑇 (𝜆, 𝑣) = 2 ∫
𝑅(𝜆)

1√
2𝐻

1
√2𝐻 − 1

𝑞2

𝑑𝑞 = 2𝐻𝑅2(𝜆) − 1
𝐻 = 2𝑣𝑅3(𝜆)

1 + 𝑣2𝑅2(𝜆), (4–37)

其中用到了 𝐻 = 1
2(𝑣2 + 1

𝑅2(𝜆)). 见图 4-4 (a), 其中轨线在两个黑点之间的运动的时间

已被标注出来.

下面给出 𝑓 的表达式:

𝑓(𝑡, 𝑣) = (𝑡′, 𝑣′) = (𝑡+𝛿(𝑡, 𝑣), √𝑣2 + 1
𝑅2(𝑡) − 1

𝑅2(𝑡 + 𝛿(𝑡, 𝑣)) −2𝑅̇(𝑡+𝛿(𝑡, 𝑣))), (4–38)

其中 𝛿(𝑡, 𝑣) 满足

𝛿(𝑡, 𝑣) = 1
2(𝑇 (𝑡, 𝑣) + 𝑇 (𝑡 + 𝛿(𝑡, 𝑣), √𝑣2 + 1

𝑅2(𝑡) − 1
𝑅2(𝑡 + 𝛿(𝑡, 𝑣)) )). (4–39)

这里说明如何得到式 (4–38),(4–39). 由 𝑡′ = 𝑡 + 𝛿(𝑡, 𝑣), 𝛿(𝑡, 𝑣) 是相邻两次碰撞的
时间间隔. 由函数 𝑇 的定义, 轨线从碰撞面到达 𝑣 = 0 的时间为 𝑇 (𝑡, 𝑣)/2, 从 𝑣 = 0 再
次到达碰撞面的时间为 𝑇 (𝑡 + 𝛿(𝑡, 𝑣), ̃𝑣)/2, 其中 ̃𝑣 为轨线刚好到达碰撞面的速度, 见图
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4-4 (b). 由于当碰撞未发生时, 能量守恒, 故有

1
2(𝑣2 + 1

𝑅2(𝑡)) = 1
2( ̃𝑣2 + 1

𝑅2(𝑡 + 𝛿(𝑡, 𝑣))), 即 ̃𝑣 = √𝑣2 + 1
𝑅2(𝑡) − 1

𝑅2(𝑡 + 𝛿(𝑡, 𝑣)),

从上式即可得到 (4–39). 图 4-4 给出了一个得到式子 (4–39) 的一个较直观的方式. 由

碰撞规则以及映射 𝑓 的变量的定义 (𝑣′ 为碰撞后速度的绝对值), 用 ̃𝑣 的表达式可得到
(4–38) 中 𝑣′ 的表达式.

 

(a)
 

(b)

图 4-4 𝑇 (𝜆, 𝑣) 与 𝛿(𝑡, 𝑣) 的定义示意图.

为了记号的简洁性, 引入记号 ℝ+ = {𝑥 ∈ ℝ ∶ 𝑥 > 𝐿}, 其中 𝐿 > 0 为一个充分大的
常数, 且 𝐿 可以变化. 如 𝑓 ∶ 𝑆1 × ℝ+ → 𝑆1 × ℝ+, 指的是存在充分大的常数 𝐿1, 𝐿2 > 0
使得当 𝑣 > 𝐿1 时, 𝑣′ > 𝐿2.

为了研究在导数间断点附近的动力学, 引入回归映射 𝐹 . 具体地, 令 𝐾 为由 {0} ×
ℝ+ 及此直线在 𝑓 下的像 𝑓({0} × ℝ+) 所围成的区域, 此区域包含边界 {0} × ℝ+ 但不

包含 𝑓({0} × ℝ+). 图 4-5 给出了区域 𝐾 的一个示意图. 区域 𝐾 在 𝑓 下的首次回归映
射记为 𝐹 ∶ 𝐾 → 𝐾.

若存在常数 𝛿 > 0 使得对充分大的 𝐽 , 有 |𝑎 − 𝑏| ≥ 𝛿/𝐽𝑘, 称 𝑎 与 𝑏 的距离至少是
𝑂(𝐽−𝑘).对 𝑅(𝑡)作如上的假设,以下定理在适当的坐标下给出了映射 𝐹 表达式的主要
项.

定理 4.5.1. 存在 𝐾 上的光滑坐标 (𝜏, 𝐽) 使得 𝐾 在此坐标下为 [0, 1) × 𝑅+, 且当 𝜏 与
𝜏 = 0, 𝜏 = 1, 映射 𝜏 ↦ 𝜏 − 𝐽 (mod 1) 的奇点的距离至少是 𝑂(𝐽−1) 时, 回归映射 𝐹
具有如下表达式:

𝐹(𝜏, 𝐽) = 𝐹0(𝜏, 𝐽) + 𝐹1(𝜏, 𝐽) + 𝐹2(𝜏, 𝐽),
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图 4-5 区域 𝐾 与 𝑓 的轨道.

其中

𝐹0(𝜏, 𝐽) = ( ̄𝜏 , ̄𝐽), ̄𝜏 = 𝜏 − 𝐽(mod 1), ̄𝐽 = 𝐽 + Δ( ̄𝜏 − 1
2),

𝐹1(𝜏, 𝐽) = 𝐽−1(0, Δ1(( ̄𝜏 − 1/2)2 − 1/12)), 𝐹2(𝜏, 𝐽) = 𝑂(𝐽−2),

Δ = 𝑅(0)(𝑅̇(0+) − 𝑅̇(0−)) ∫
1

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠,

Δ1 = 1
2𝑅3(0)(𝑅̈(0+) − 𝑅̈(0−))(∫

1

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠)2.

尽管系统 (4–36) 不同于经典的 Fermi-Ulam 模型 [24], 但忽略高阶项后, 定理 4.5.1

中的映射 𝐹 与文献 [24, Theorem 1] 中的映射是一致的. 由于 𝐹0 满足

𝐹0(𝜏, 𝐽 + 1) = 𝐹0(𝜏, 𝐽) + (0, 1),

映射 𝐹 的主要项 𝐹0 可看做是环面 ℝ2/ℤ2 上的一个线性映射.当 |Tr(𝑑𝐹0)| = |2−Δ| <
2, 映射 𝐹0 是椭圆的; 当 |2 − Δ| > 2, 映射 𝐹0 是双曲的. 注意到, 当 Δ ∈ (2, 4) 时, 𝐹0

有一条加速周期轨道:

𝐹0(1
2 + 1

Δ, 𝑁) = (1
2 + 1

Δ, 𝑁 + 1),

其中 𝑁 > 0 为一个整数. 故如果某些非共振条件满足时, 𝐹0 的不动点 (1
2 + 1

Δ , 𝑁) 可保
持稳定性, 那么这个不动点将会是原系统 (4–36) 的一条逃逸轨道.

首先来看映射 𝐹0(𝜏, 𝐽) 在 𝐹 中是如何出现的. 考虑映射 𝑢 ∶ 𝑆1 × ℝ+ → 𝑆1 × ℝ+,
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𝑢 由以下方程定义:

𝑢(𝜉, 𝐽) = (𝜉 + 1
𝐽 (mod 1), 𝐽).

以下引理的证明可见 [24, Proposition 2.1].

引理 4.5.1. 令由 {0} × ℝ+ 与其在 𝑢 下的像所围的区域为

𝑈 = {(𝜉, 𝐽) ∶ 0 ≤ 𝜉 < 1
𝐽 }.

令 𝜏 = 𝜉𝐽 . 则区域 𝑈 在映射 𝑢 下的首次回归映射为

𝐺(𝜏, 𝐽) = (𝜏 − 𝐽(mod 1), 𝐽).

引理 4.5.1的首次回归映射 𝐺与定理 4.5.1中的 𝐹0 十分相似,映射 𝐹0 中的 Δ( ̄𝜏 −
1/2) 即是 𝑅(𝑡) 导数跳跃的影响. 因此, 首先需要这样的坐标, 使得当远离奇点时, 映射

𝑓 在此坐标下为可积映射 𝑢 的一个小扰动. 在给出这样的坐标之前, 先在这里给出当 𝑣
充分大时, 𝛿(𝑡, 𝑣) 以及 𝑓(𝑡, 𝑣) 的展开式, 这对于接下来的计算是重要的.

令 𝛿0(𝑡, 𝑣) ≡ 0. 对于 𝑛 ≥ 1, 𝛿𝑛(𝑡, 𝑣) 由以下的递推式所定义:

𝛿𝑛(𝑡, 𝑣) = 1
2(𝑇 (𝑡, 𝑣) + 𝑇 (𝑡 + 𝛿𝑛−1(𝑡, 𝑣), √𝑣2 + 1

𝑅2(𝑡) − 1
𝑅2(𝑡 + 𝛿𝑛−1(𝑡, 𝑣)) )).

根据函数 𝑇 的定义 (见公式 (4–37)) 以及归纳法, 可说明:

|𝛿𝑛(𝑡, 𝑣) − 𝛿𝑛−1(𝑡, 𝑣)| = 𝑂(𝑣−𝑛),

故有 𝛿𝑛 → 𝛿. 因此可通过递推的方式获得 𝛿(𝑡, 𝑣) 的展开式. 为避免大量的运算, 可使用

软件, 如 Mathematica 来完成 𝛿(𝑡, 𝑣) 的展开式计算. 通过计算得到:

𝛿(𝑡, 𝑣) = 2𝑅
𝑣 + 2𝑅𝑅̇

𝑣2 + 2(−1 + 𝑅2𝑅̇2 + 𝑅3𝑅̈)
𝑣3𝑅 + 𝑂(𝑣−4). (4–40)

有了 𝛿(𝑡, 𝑣) 的表达式, 当 𝑣 充分大时, 根据 (4–38) 可得到:

𝑡′ =𝑡 + 2𝑅
𝑣 + 2𝑅𝑅̇

𝑣2 + 2(−1 + 𝑅2𝑅̇2 + 𝑅3𝑅̈)
𝑣3𝑅 + 𝑂(𝑣−4),

𝑣′ =𝑣 − 2𝑅̇ − 4𝑅𝑅̈
𝑣 + 2𝑅̇ − 4𝑅2(𝑅𝑅̇𝑅̈ + 𝑅2𝑅⃛)

𝑅2𝑣2 + 𝑂(𝑣−3).
(4–41)
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当映射 𝑓 的轨道不穿过 𝑡 = 0 时, 以下引理确保了存在一组坐标使得 𝑓 为 可积映
射 𝑢 的一个小扰动.

引理 4.5.2. 区域 𝐾 如之前所定义. 当 (𝑡, 𝑣) ∉ 𝑓−1(𝐾) 时, 存在坐标变换 ℎ ∶ (𝑡, 𝑣) ↦
(𝜉, 𝐽) 使得

𝑢 = ℎ ∘ 𝑓 ∘ ℎ−1 + (𝑂(𝑣−4), 𝑂(𝑣−3)), (4–42)

其中 𝑢(𝜉, 𝐽) = (𝜉 + 1/𝐽, 𝐽).

证明: 令

𝐴 = ∫
1

0

1
𝑅2(𝜏)𝑑𝜏, 𝜉(𝑡) =

∫𝑡
0

1
𝑅2(𝜏)𝑑𝜏

𝐴 , 𝐼(𝑡, 𝑣) = 𝐴
∫𝑡′

𝑡
1

𝑅2(𝜏)𝑑𝜏
. (4–43)

由 𝜉 的定义, 可以得到:

𝜉(𝑡′) =
∫𝑡′

0
1

𝑅2(𝜏)𝑑𝜏
𝐴 =

∫𝑡
0

1
𝑅2(𝜏)𝑑𝜏

𝐴 +
∫𝑡′

𝑡
1

𝑅2(𝜏)𝑑𝜏
𝐴 = 𝜉(𝑡) + (𝐼(𝑡, 𝑣))−1. (4–44)

下面利用 𝑓 的展开式给出一个显式的变换.

由式 (4–40), 计算可得

𝐼 = 𝐴(∫
𝑡′

𝑡

1
𝑅2(𝜏)𝑑𝜏)−1 = 𝐴( 1

𝑅2 (𝑡′ − 𝑡) + 1
2( 𝑑

𝑑𝑡
1

𝑅2 ) × (𝑡′ − 𝑡)2 + 𝑂((𝑡′ − 𝑡)3))
−1

= 1
2𝐴𝑅𝑣 + 1

2𝐴𝑅𝑅̇ + 3𝐴 + 𝑅3𝑅̈
6𝑅𝑣 + 𝑂(𝑣−2).

令

𝐽 ∶= 1
2𝐴𝑅𝑣 + 1

2𝐴𝑅𝑅̇ + 3𝐴 + 𝑅3𝑅̈
6𝑅𝑣 . (4–45)

由式 (4–43) 以及 (4–45), 变换

ℎ ∶ (𝑡, 𝑣) ↦ (𝜉, 𝐽)

已定义好了. 由 𝜉 的定义, 𝜉(𝑡 + 𝑖) = 𝜉(𝑡) + 𝑖, 且 𝑑𝜉(𝑡)/𝑑𝑡 > 0, 故 𝜉 可作为圆周 𝑆1 的

一个新变量. 现在只需证明估计 (4–42) 的成立. 令

(𝑟1, 𝑟2) = 𝑔 − ℎ ∘ 𝑓 ∘ ℎ−1 = (𝜉(𝑡) − 𝜉(𝑡′) + 𝐽(𝑡, 𝑣)−1, 𝐽(𝑡, 𝑣) − 𝐽(𝑡′, 𝑣′)).
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根据 𝐽 的定义以及 (4–44), 可得到

𝜉(𝑡) − 𝜉(𝑡′) + 𝐽(𝑡, 𝑣)−1 = 1
𝐽 − 1

𝐼 = 1
𝐽 − 1

𝐽 + 𝑂(𝑣−2) = 𝑂(𝑣−4).

关于 𝑟1 的估计已证. 关于 𝑟2 的估计, 可将式子 (4–41) 代入到 (4–45) 中, 并计算

𝑟2 = 𝐽(𝑡, 𝑣) − 𝐽(𝑡′, 𝑣′).

经过符号计算, 可得到

𝑟2 = 𝐴
3𝑣3 (6𝑅𝑅̇4 − 3𝑅̈ + 36𝑅2𝑅̇2𝑅̈ + 9𝑅3𝑅̈2 + 17𝑅3𝑅̇𝑅⃛) + 𝑂(𝑣−4) = 𝑂(𝑣−3).

证毕.

下面的引理反映了扰动对引理 4.5.1 的影响.

引理 4.5.3. 映射 𝑢̄ ∶ 𝑆1 × ℝ+ → 𝑆1 × ℝ+ 定义为

𝜉′ = 𝜉 + 1
𝐽 + 𝑂(𝐽−4),

𝐽 ′ = 𝐽 + 𝑂(𝐽−3).

令 {0} × ℝ+ 与 𝑢̄({0} × ℝ+) 所围区域为 𝑀 . 则存在坐标 (𝜏, 𝐽) 使得 𝑀 在此坐标下为

[0, 1) × ℝ+. 并且, 如果 𝜏 与 𝜏 = 0, 𝜏 = 1, 以及映射 𝜏 ↦ 𝜏 − 𝐽 (mod 1) 的奇点的距离
至少为 𝑂(𝐽−1), 则 (𝜉, 𝐽) ∈ 𝑀 回到 𝑀 的迭代次数为 [𝐽 ] + 1 或者 [𝐽 ], 区域 𝑀 的首

次回归映射具有以下的形式:

𝜏 ′ = 𝜏 − 𝐽(mod 1) + 𝑂(𝐽−2) = 𝜏 − 𝐽 + 𝑂(𝐽−2)(mod 1),

𝐽 ′ = 𝐽 + 𝑂(𝐽−2),
(4–46)

其中 [𝐽 ] 为 𝐽 的整数部分.

证明: 直线 {(0, 𝐽)}在 𝑢̄下的像为 {( 1
𝐽 + 𝑂(𝐽−4), 𝐽 + 𝑂(𝐽−3))},其可以参数化: {( 1

𝐽 +
𝑂(𝐽−3), 𝐽)}. 令 𝑃(𝐽, 𝜉) = 1

𝐽 + 𝑂(𝐽−3), 则有

𝑀 = {(𝜉, 𝐽) ∶ 0 ≤ 𝜉 < 𝑃(𝐽, 𝜉)}.



第 62 页 西南交通大学博士研究生学位论文

设

𝜏 = 𝜉
𝑃(𝐽, 𝜉) = 𝜉𝐽 + 𝑂(𝐽−4).

由以上的定义, 在坐标 (𝜏, 𝐽) 下 𝑀 = [0, 1) × ℝ+. 取 (𝜉, 𝐽) ∈ 𝑀 , 经过 [𝐽 ] 次迭代后,

(𝜉, 𝐽) 的状态为
(𝜉 + [𝐽]

𝐽 + 𝑂(𝐽−3), 𝐽 + 𝑂(𝐽−2)).

由于 𝜏 与 𝜏 = 0 及 𝜏 = 1 的距离至少为 𝑂(𝐽−1), 那么 𝜉 与 𝜉 = 0 及 𝜉 = 1
𝐽 的距离至

少是 𝑂(𝐽−2). 故存在常数 𝛿1, 𝛿2 使得

𝛿1
𝐽2 ≤ 𝜉 ≤ 1

𝐽 − 𝛿2
𝐽2 ,

即

[𝐽 ]
𝐽 < 𝛿1

𝐽2 + [𝐽]
𝐽 + 𝑂(𝐽−3) ≤ 𝜉 + [𝐽]

𝐽 + 𝑂(𝐽−3) ≤ 1
𝐽 − 𝛿2

𝐽2 + [𝐽]
𝐽 + 𝑂(𝐽−3) < [𝐽] + 1

𝐽 .

由上式, 当 𝐽 充分大时有:

[𝐽 ]
𝐽 < 𝜉 + [𝐽]

𝐽 + 𝑂(𝐽−3) < [𝐽] + 1
𝐽 .

以下需要考虑两种可能性:

(i) ∶ [𝐽 ]
𝐽 < 𝜉 + [𝐽]

𝐽 + 𝑂(𝐽−3) < 1; (4–47)

(ii) ∶ 1 ≤ 𝜉 + [𝐽]
𝐽 + 𝑂(𝐽−3) < [𝐽] + 1

𝐽 . (4–48)

情形 (i) 说明 (𝜉, 𝐽) 需要 [𝐽 ] + 1 次迭代才能返回 𝑀 , 而情形 (ii) 需要 [𝐽 ] 次迭代. 现在

只需要证明 𝜏 ′ 的形式即可. 在情况 (i) 下, (𝜉, 𝐽) 初次返回到 𝑀 的状态为

(𝜉 + [𝐽] + 1
𝐽 − 1 + 𝑂(𝐽−3), 𝐽 + 𝑂(𝐽−2)),

其在坐标 (𝜏, 𝐽) 下即是

(𝜏 + [𝐽] + 1 − 𝐽 + 𝑂(𝐽−2), 𝐽 + 𝑂(𝐽−2)).

由 (4–47), [𝐽 ] ≠ 𝐽 且 𝜏 + [𝐽]在 [𝐽 ]与 𝐽 之间.由于 𝜏 与 𝜏 = 0及映射 𝜏 ↦ 𝜏 − 𝐽 (mod
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1) 的奇点的距离至少为 𝑂(𝐽−1), 𝜏 + [𝐽] 与 [𝐽 ], 𝐽 的距离也至少是 𝑂(𝐽−1). 由 (4–47)

以及 𝜏 的定义, 可得到

0 ≤ [𝐽] − 𝐽 + 1 < 𝜏 + [𝐽] + 1 − 𝐽 + 𝑂(𝐽−2) < 1, (4–49)

见图 4-6. 上式意味着在情形 (4–47) 下 (4–46) 成立. 在情形 (4–48) 下证明 (4–46) 是类

图 4-6 不等式 (4–49) 的直观解释.

似的.

在进入定理 4.5.1 的细节性证明之前, 先来叙述证明的主要思路. 证明所用到的主

要变换为:

(𝑡, 𝑣) ↦ (𝜉, 𝐽) ↦ (𝜏, 𝐽), (4–50)

其中第一个映射将 𝑆1 × ℝ+ 映射到 𝑆1 × ℝ+ (见引理 4.5.2), 第二个映射将 𝐾 映成

[0, 1) × ℝ+ (见引理 4.5.3). 令 (𝑡, 𝑣) ∈ 𝐾, (𝑡1, 𝑣1) 为轨道进入区域 𝐾 之前的状态,

𝑓(𝑡1, 𝑣1) = (𝑡2, 𝑣2), 这些记号的意义可参见图 4-5. 由于轨道从 (𝑡, 𝑣) 到达 (𝑡1, 𝑣1) 都不
穿过映射 𝑓 的奇异线 𝑡 = 0, 可用引理 4.5.2 中的坐标 (𝜉, 𝐽) 来描述这一段轨道, 其中 𝑓
在这段轨道的形式为

𝜉′ = 𝜉 + 1
𝐽 + 𝑂(𝐽−4),

𝐽 ′ = 𝐽 + 𝑂(𝐽−3).
(4–51)

由引理 4.5.3, 如果在整个区域 𝑆1 × ℝ+ 𝑓 都具有如上的表达式, 则回归到 𝐾 的迭代次
数为 [𝐽 ] + 1 或者 [𝐽 ]. 因此, (𝑡, 𝑣) 到达 (𝑡1, 𝑣1) 的迭代次数应为 [𝐽 ] 或者 [𝐽 ] − 1. 利用

(4–51), 𝐽(𝑡, 𝑣) 与 𝐽(𝑡1, 𝑣1) 的距离应为 𝑂(𝑣−2). 当轨道穿过奇异线 𝑡 = 1 时, 映射 𝑓 在
(4–51) 的形式不能应用到此情况, 此时应当返回到 𝑓 的原始定义. 由于 𝑡1, 𝑡2 分别位于

𝑡 = 0 (mod 1) 的两边, 我们可以在 𝑡 = 0 的两边展开如下表达式

𝑡2 −𝑡1 = 1
2(𝑇 (𝑡1, 𝑣1)+𝑇 (𝑡2, √𝑣1 + 1

𝑅2(𝑡1) − 1
𝑅2(𝑡2))), 𝑣2 = √𝑣2

1 + 1
𝑅2(𝑡1) − 1

𝑅2(𝑡2),
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再将这些表达式代入到 (4–50) 去估计 𝐽(𝑡1, 𝑣1) 与 𝐽(𝑡2, 𝑣2) 的距离. 因此 𝐽(𝑡, 𝑣) 与
𝐽(𝑡2, 𝑣2) 的距离也将得到. 利用引理 4.5.3, 𝜏(𝑡, 𝑣) 与 𝜏(𝑡2, 𝑣2) 的距离也可以得到. 最终

地, 可以得到定理 4.5.1 中映射 𝐹 的形式.

定理 4.5.1 的证明: 令 (𝑡, 𝑣) ∈ 𝐾, (𝑡1, 𝑣1) 为轨道进入 𝐾 的最后一个状态. 令

𝑓(𝑡1, 𝑣1) = (𝑡2, 𝑣2), 𝐽(𝑡, 𝑣) = 𝐽, 𝐽(𝑡1, 𝑣1) = 𝐽1, 𝐽(𝑡2, 𝑣2) = 𝐽2.

由定理证明前的分析, (𝑡, 𝑣) 到达 (𝑡1, 𝑣1) 的迭代次数为 [𝐽 ] 或者 [𝐽 ] − 1. 因此, 根据引

理 4.5.2 以及 𝐽 的定义 (4–45) 可得到

𝐽(𝑡, 𝑣) − 𝐽(𝑡1, 𝑣1) = 𝑂(𝑣−2).

现在来处理 𝐽(𝑡1, 𝑣1) 与 𝐽(𝑡2, 𝑣2) 的距离. 首先由映射 𝑓 的展开式以及 𝐾 的定义,

有以下量阶的估算:

𝑡 ∼ 𝑂(𝑣−1) ∼ 𝐽(𝑡, 𝑣)−1 ∼ 𝐽(𝑡1, 𝑣1)−1 ∼ 𝑣−1
1 ∼ 𝑣−1

2 ∼ 𝑡1 ∼ 𝑡2.

为记号简便, 令

𝑅0 = 𝑅(0), 𝑅̇± = 𝑅̇(0±), 𝑅̈± = 𝑅̈(0±).

由 𝑓 以及 𝛿 的定义, 有

𝑡2 − 𝑡1 = 1
2(𝑇 (𝑡1, 𝑣1) + 𝑇 (𝑡2, √𝑣1 + 1

𝑅2(𝑡1) − 1
𝑅2(𝑡2))), (4–52)

𝑣2 = √𝑣1 + 1
𝑅2(𝑡1) − 1

𝑅2(𝑡2) − 2𝑅̇(𝑡2). (4–53)

由于 𝑡1, 𝑡2 分别位于 𝑡 = 0 (mod 1) 的两侧, 且 𝑡1 ∼ 𝑡2 ∼ 𝑂(𝑣−1), 故有

𝑅̈(𝑡2) = 𝑅̈+ + 𝑂(𝑣−1
2 ), 𝑅̈(𝑡1) = 𝑅̈− + 𝑂(𝑣−1

2 ),

𝑅̇(𝑡2) = 𝑅̇+ + 𝑅̈+𝑡2 + 𝑂(𝑣−2
2 ), 𝑅̇(𝑡1) = 𝑅̇− + 𝑅̈−𝑡1 + 𝑂(𝑣−2

2 ),

𝑅(𝑡2) = 𝑅0 + 𝑅̇+𝑡2 + 1
2𝑅̈+𝑡2 + 𝑂(𝑣−3

2 ), 𝑅(𝑡1) = 𝑅0 + 𝑅̇−𝑡1 + 1
2𝑅̈−𝑡1 + 𝑂(𝑣−3

2 ).
(4–54)
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利用以上展开式以及 (4–53) 可得到

𝑣1 = 𝑣2 + 2𝑅̇+ + 𝑂(𝑣−1
2 ),

𝑣2 = 𝑣1 − 2𝑅̇+ + 𝑂(𝑣−1
1 ).

(4–55)

利用 (4–54), 在 𝑡 = 0 的两边展开 (4–52) 可得到

𝑡1 = 𝑡2 − 2𝑅0
𝑣1

− 𝑅̇+ + 𝑅̇−

𝑣1
𝑡2 + 2𝑅0𝑅̇−

𝑣2
1

+ 𝑂(𝑣−3
1 ). (4–56)

由 𝐽 的定义 (4–45), 计算得到

𝐽(𝑡2, 𝑣2) − 𝐽(𝑡1, 𝑣1) = 1
2𝐴𝑅(𝑡2)𝑣2 + 1

2𝐴𝑅(𝑡2)𝑅̇(𝑡2) + 3𝐴 + 𝐴𝑅3(𝑡2)𝑅̈(𝑡2)
6𝑅(𝑡2)𝑣2

− (1
2𝐴𝑅(𝑡1)𝑣1 + 1

2𝐴𝑅(𝑡1)𝑅̇(𝑡1) + 3𝐴 + 𝐴𝑅3(𝑡1)𝑅̈(𝑡1)
6𝑅(𝑡1)𝑣1

)

= 1
2𝐴(𝑅̇+ − 𝑅̇−)(𝑡2𝑣2(1 + 𝑅̇+

𝑣2
) − 𝑅0) + 1

4𝐴𝑅̈+ − 𝑅̈−

𝑣2
((𝑡2𝑣2 − 𝑅0)2 − 1

3𝑅2
0) + 𝑂(𝑣−2

2 ),
(4–57)

上述运算用到了式 (4–56),(4–55),(4–54).

令 𝜉2 = 𝜉(𝑡2). 由 𝜉 的定义, 可得到 𝑡2 的表达式:

𝑡2 = 𝐴𝑅2
0𝜉2 + 𝐴2𝑅3

0𝑅̇+𝜉2
2 + 𝑂(𝑣−3

1 ). (4–58)

类似地, 利用式子 (4–58) 与

𝐽2 = 𝐽(𝑡2, 𝑣2) = 1
2𝐴𝑅(𝑡2)𝑣2 + 1

2𝐴𝑅(𝑡2)𝑅̇(𝑡2) + 3𝐴 + 𝐴𝑅3(𝑡2)𝑅̈(𝑡2)
6𝑅(𝑡2)𝑣2

,

计算得到

𝑣2(𝜉2, 𝐽2) = 2
𝐴𝑅0

𝐽2 − 2𝑅̇+𝜉2𝐽2 − 𝑅̇+ − 𝐴𝑅2
0𝑅̈+𝜉2 − 𝐴(3 + 𝑅3

0𝑅̈+)
6𝑅0𝐽2

+ 𝑂(𝐽−2
2 ).

如引理 4.5.3 中一样, 定义 𝜏 = 𝑃(𝐽, 𝜉)/𝜉 = 𝐽𝜉 + 𝑂(𝐽−4) 使得 𝐾 = [0, 1) × ℝ+. 现在坐

标 (𝜏, 𝐽) 定义好了. 令 𝜏2 = 𝑃(𝐽2, 𝜉2)/𝜉2. 将 𝑡2, 𝑣2 的表达式代入式子 (4–57) 得到

𝐽2 − 𝐽1 = 𝐴𝑅0(𝑅̇+ − 𝑅̇−)(𝜏2 − 1
2) + 𝐴2𝑅3

0(𝑅̈+ − 𝑅̈−)
2𝐽2

((𝜏2 − 1
2)2 − 1

12) + 𝑂(𝐽−2
2 ).
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由 𝐽 − 𝐽1 = 𝑂(𝐽−2), 𝐽2 − 𝐽1 = 𝑂(1), 有 𝐽−1
2 = 𝐽−1 + 𝑂(𝐽−2). 最终地得到了 𝐹(𝜏, 𝐽)

第一项的表达式:

𝐽2 = 𝐽 +𝐴𝑅0(𝑅̇+ −𝑅̇−)(𝜏2 − 1
2)+ 𝐴2𝑅3

0(𝑅̈+ − 𝑅̈−)
2𝐽 ((𝜏2 − 1

2)− 1
12)+𝑂(𝐽−2). (4–59)

注意到, 在 (𝑡, 𝑣) 到达 (𝑡2, 𝑣2) 之前, 𝑓 与引理 4.5.3 中的 𝑢̄ 具有相同的表达式. 故

根据引理 4.5.3 有

𝜏1 = 𝜏(𝑡1, 𝑣1) = 𝜏 − 𝐽 − 1 + 𝑂(𝐽−2). (4–60)

由 𝜉 与 𝐽 的定义 (见 (4–43),(4–45)), 我们有

𝜏1 = 𝑃(𝐽1, 𝜉1)/𝜉1 = 𝐽1𝜉1 + 𝑂(𝐽−4) = 𝑣1 + 𝑅̇−

2𝑡1
+ 𝑂(𝐽−2),

𝜏2 = 𝑃(𝐽2, 𝜉2)/𝜉2 = 𝐽2𝜉2 + 𝑂(𝐽−4) = 𝑣2 + 𝑅̇+

2𝑡2
+ 𝑂(𝐽−2),

(4–61)

式 (4–61) 与 (4–56) 意味着

𝐽2𝜉2 = 𝐽1𝜉1 + 1 + 𝑂(𝐽−2).

最终, 由上式以及 (4–60) 得到

𝜏2 = 𝜏 − 𝐽 + 𝑂(𝐽−2)(mod 1),

证毕.

4.6 逃逸轨道的存在性

以下命题确保了映射 𝐹0 的加速周期轨道在扰动下的稳定性, 证明可参见 [29] 或

[30, Lemma 2.7].

命题 4.6.1. 假设映射 𝐹0 是椭圆型的, 其存在一条加速周期轨道: 即存在 𝑝 ∈ ℝ2 使得

𝐹 𝑙
0(𝑝) = 𝑝 + (0, 𝑚) (𝑙, 𝑚 > 0 为整数); 且 𝑑𝐹 𝑙

0 的特征值不等于 𝑒±𝑖2𝜋𝑘, 𝑘 = 1, 1
2 , 1

3 ; 𝐹
保持测度 (1 + 𝑊(𝜏)

𝐽 + 𝑂(𝐽−2))𝑑𝜏 ∧ 𝑑𝐽 , 其中 𝑊 是一个仿射函数. 则映射 𝐹 存在逃逸
轨道.

引理 4.6.1. 𝐹 保持测度 1 + 𝑂(𝐽−2)𝑑𝜏 ∧ 𝑑𝐽 .
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证明: 以下事实常常在文献里不加证明地给出: 映射 𝑓 保持测度

(𝑣 + 𝑅̇)𝑑𝑡 ∧ 𝑑𝑣.

这里给出上述事实的一个简短证明. 令 𝛾1 为 {(𝑟, 𝑣, 𝑡) ∶ 𝑟 = 𝑅(𝑡), 𝑣 < −𝐿} 中的一个闭
圈, 𝛾2 为 𝛾1 在方程 (4–36)的流下到达 𝑟 = 𝑅(𝑡)的像.令 𝒫(𝑣, 𝑟, 𝑡) = (−𝑣 + 2𝑅̇(𝑡), 𝑟, 𝑡)
为碰撞映射, 𝒫(𝛾2) = 𝛾3. 注意到 𝑓(𝛾1) = 𝛾3. 令 𝐻(𝑣, 𝑟) = 𝑣2/2 + 1/2𝑟2. 由于 1-形式

𝑣𝑑𝑟 − 𝐻(𝑣, 𝑟)𝑑𝑡 为 Poincaré-Cartan 积分不变量 (见本文中的定义 2.2.1), 有

∫
𝛾1

𝑣𝑑𝑟 − 𝐻(𝑣, 𝑟)𝑑𝑡 = ∫
𝛾2

𝑣𝑑𝑟 − 𝐻(𝑣, 𝑟)𝑑𝑡.

由

∫
𝒫−1(𝛾3)

𝑣𝑑𝑟 − 𝐻(𝑣, 𝑟)𝑑𝑡 = ∫
𝛾3

(𝒫−1)∗(𝑣𝑑𝑟 − 𝐻(𝑣, 𝑟)𝑑𝑡),

其中 ∗ 为微分形式的拉回映射, 可以得到

∫
𝛾1

𝑣𝑑𝑟 − 𝐻(𝑣, 𝑟)𝑑𝑡 = ∫
𝑓(𝛾1)

(−𝑣 + 2𝑅̇)𝑑𝑟 − 𝐻(−𝑣 + 2𝑅̇, 𝑟)𝑑𝑡.

代入 𝑟 = 𝑅(𝑡) 并利用 Green 公式得到

∫
𝐷1

(−𝑣 + 𝑅̇)𝑑𝑡 ∧ 𝑑𝑣 = ∫
𝑓(𝐷1)

(−𝑣 + 𝑅̇)𝑑𝑡 ∧ 𝑑𝑣, (4–62)

其中 𝐷1 为 𝛾1 所围的区域. 回顾 𝑣 的绝对值作为 𝑓 的变量之一. 由于 𝑣 < 0, 在 (4–62)

中将 𝑣 替换为 −𝑣 得到

∫
𝐷1

(𝑣 + 𝑅̇)𝑑𝑡 ∧ 𝑑𝑣 = ∫
𝑓(𝐷1)

(𝑣 + 𝑅̇)𝑑𝑡 ∧ 𝑑𝑣.

由于 𝛾1 是任意的, 区域 𝐷1 也是任意的, 故 𝑓 保持测度 (𝑣 + 𝑅̇)𝑑𝑡 ∧ 𝑑𝑣.

回顾 𝜉 与 𝐽 的定义:

𝜉(𝑡, 𝑣) = 1
𝐴 ∫

𝑠

0

1
𝑅2(𝑥)𝑑𝑥,

𝐽(𝑡, 𝑣) = 1
2𝐴𝑅(𝑡)𝑣 + 1

2𝐴𝑅(𝑡)𝑅̇(𝑡) + 3𝐴 + 𝐴𝑅3(𝑡)𝑅̈(𝑡)
6𝑅(𝑡)𝑣 .
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由 𝜏 = 𝜉𝐽 + 𝑂(𝐽−4), 通过计算可得到

𝑑𝜏 ∧ 𝑑𝐽 = (𝐽 + 𝑂(𝐽−5))𝑑𝜉 ∧ 𝑑𝐽 = (𝐴
4 (𝑣 + 𝑅̇) + 𝑂(𝑣−1))𝑑𝑡 ∧ 𝑑𝑣. (4–63)

在式子 (4–63) 两边同时乘以 (𝑣 + 𝑅̇)/(𝐴
4 (𝑣 + 𝑅̇) + 𝑂(𝑣−1)), 得到

(𝑣 + 𝑅̇)𝑑𝑡 ∧ 𝑑𝑣 = 4
𝐴(1 + 𝑂(𝐽−2))𝑑𝜏 ∧ 𝑑𝐽,

其中用到了 𝑂(𝑣−2) ∼ 𝑂(𝐽−2). 因为 4/𝐴 是一个常数, 故 𝐹 保持测度

(1 + 𝑂(𝐽−2))𝑑𝜏 ∧ 𝑑𝐽.

定理 4.2.2 的证明: 令 𝑝 = (1
2+ 1

Δ , 𝑁),其中𝑁 为一个充分大的正整数.注意到 𝐹0(𝑝) =
𝑝 + (0, 1) 且 𝑑𝐹0 的特征值为

1
2(2 − 𝑑 ± 𝑖√Δ(4 − Δ)).

当 Δ ∈ (2, 4)\{3} 时, 𝐹0 是椭圆型的且 𝑑𝐹0 的特征值不等于 𝑒±𝑖2𝜋𝑘, 𝑘 = 1, 1
2 , 1

3 . 令

𝑊(𝜏) ≡ 0. 由引理 4.6.1, 𝐹 满足命题 4.6.1 的条件. 定理 4.2.2 得证.

4.7 数值结果

根据 𝐹 的表达式, 映射 𝑓 整体的性态应该取决于 Δ 的大小. 本节用数值计算验证

这一事实.

首先考虑光滑情况. 令

𝑅(𝑡) = 1 + 0.5 sin(2𝜋𝑡). (4–64)

映射 𝑓 的相图如图 4-7 所示, 图中的颜色用以区分不同的初值. 与定理 4.2.1 的结果相

吻合, 图 4-7 存在大量的不变曲线.

为了观察到当 𝑅(𝑡) 分段光滑时, 𝑓 动力学的椭圆性与双曲性, 以下取不同的 𝑅(𝑡)
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图 4-7 当 𝑅(𝑡) = 1 + 0.5 sin(2𝜋𝑡) 时映射 𝑓 的相图.

使得 |Δ − 2| < 2 或者 |Δ − 2| > 2. 令

𝑅(𝑡) = 1 + 0.65| sin(𝜋𝑡)|. (4–65)

由式 (4-4) 中 Δ 的定义, 计算得到此时 Δ ≃ 2.18762, 即映射 𝐹 的主要项 𝐹0 是椭圆型

的. 图 4-8 展示了相空间中大量存在的 KAM 岛屿. 此时相空间中已不存在同伦非平凡

的不变曲线, 但在椭圆周期轨道附近仍然存在有大量的 KAM 岛屿.

图 4-8 当 𝑅(𝑡) = 1 + 0.65| sin(𝜋𝑡)| 时映射 𝑓 的相图.

取

𝑅(𝑡) = 1 − 0.2| sin(𝜋𝑡)|. (4–66)
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此时 Δ ≃ −1.67391, 映射 𝐹0 是双曲型的. 图 4-9 中展示了映射 𝑓 轨道的混合性态.

图 4-9 当 𝑅(𝑡) = 1 − 0.2| sin(𝜋𝑡)| 时映射 𝑓 的相图.

当 𝑅(𝑡) 满足 (4–65) 时, 根据定理 4.2.2 以及 Δ ≃ 2.18762, 系统 (4–36) 存在有无

界轨道. 图 4-10 展示了一条不断获得能量的轨道.

以上数值结果均与理论预期相吻合. 特别地, 如何利用 KAM 理论解释 |Δ − 2| < 2
时出现的大量椭圆周期轨道附近的不变曲线是值得继续深入探讨的课题.

图 4-10 当 𝑅(𝑡) = 1 + 0.65| sin(𝜋𝑡)| 时 𝑓 的一条逃逸轨道.
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4.8 本章小结

本章研究了两自由度系统: 呼吸圆台球. 当系统具有 𝐶7 类的光滑性时, 利用角动

量约化, “停止墙壁” 变换, 作用量-角变量变换, 尺度化变换以及时间与广义坐标的交换

变换将系统无穷远处的动力学约化为一个小扭转映射, 运用 Moser 小扭转定理说明了

无穷远处不变环面的存在性及系统所有解的有界性. 为探究系统的光滑性对环面存在

性的影响, 当系统分段光滑时, 本章详细地给出了奇点附近范式映射的计算过程; 利用

非共振条件保证了此范式映射主项的加速周期轨道的稳定性, 从而保证了系统无界轨

道的存在性, 即光滑性丧失时无穷远的不变环面会发生破裂.
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第 五 章 呼吸圆台球的 Aubry-Mather 集

本章在半径函数为 𝐶1 的周期函数的条件下, 用小扭转情形下的 Aubry-Mather 理

论研究呼吸圆台球. 本章得到的生成函数仅是 𝐶1 的, 这是 Aubry-Mather 理论所要求

的最低阶的光滑条件[8]. 本章证明了系统 Aubry-Mather 集的存在性, 其包括广义的拟

周期解与次谐周期轨道.

5.1 边值问题, 变分问题与生成函数

仍考虑角动量约化后的呼吸圆台球:

̈𝑟 = 𝑐2

𝑟3 , (5–1)

其中 𝑐 = 𝑟2 ̇𝜃 (设 𝑐 > 0), 有一刚性墙壁 𝑟 = 𝑅(𝑡) (𝑅 为 1-周期的 𝐶1 类函数且

𝑅(𝑡) > 0). 考虑边值问题:

⎧{{{
⎨{{{⎩

̈𝑟 = 𝑐2/𝑟3, 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1),
𝑟(𝑡) < 𝑅(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1),
𝑟(𝑡0) = 𝑅(𝑡0), 𝑟(𝑡1) = 𝑅(𝑡1),
̇𝑟(𝑡+

0 ) < − 𝑅(𝑡0)
𝑡1−𝑡0

, ̇𝑟(𝑡−
1 ) > 𝑅(𝑡1)

𝑡1−𝑡0
.

(5–2)

其中 𝑡0 < 𝑡1. Bonanno 与 Marò[12] 证明了当 𝑅 是 𝐶2 类的周期函数时且 𝑡1 − 𝑡0 充分

小时, 上述边值问题存在唯一解. 实际上, 我们将在下面说明, 只需要 𝑅(𝑡) 为 𝐶1 类函

数即可保证上述结论.

先假定存在 𝛿 > 0 使得当 0 < 𝑡1 − 𝑡0 ≤ 𝛿 时, 上述边值问题存在唯一解 𝑟(𝑡; 𝑡0, 𝑡1).
在区域 {(𝑡0, 𝑡1) ∶ 0 < 𝑡1 − 𝑡0 ≤ 𝛿} 上定义生成函数

ℎ(𝑡0, 𝑡1) = ∫
𝑡1

𝑡0
𝐿(𝑟(𝑡; 𝑡0, 𝑡1), ̇𝑟(𝑡; 𝑡0, 𝑡1))𝑑𝑡,

其中 𝐿 为系统 (5–1) 的 Lagrange 函数:

𝐿(𝑟, ̇𝑟) = 1
2 ̇𝑟2 − 𝑐2

2𝑟2 .

在本章后文内容可看到,如果 𝑅 是 𝐶1 的, 𝑟(𝑡; 𝑡0, 𝑡1), ℎ(𝑡0, 𝑡1)也是 𝐶1 的,且 ℎ的混合
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偏导数存在且连续. 根据定义, 这里的生成函数即是离散问题的作用量. 利用边值条件

𝑟(𝑡0; 𝑡0, 𝑡1) = 𝑅(𝑡0), 𝑟(𝑡1; 𝑡0, 𝑡1) = 𝑅(𝑡1)

以及在区间 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1) 上, 𝑟(𝑡; 𝑡0, 𝑡1) 满足 Euler-Lagrange 方程, 可直接计算得到

ℎ1(𝑡0, 𝑡1) =1
2 ̇𝑟2(𝑡+

0 ) + 𝑐2

2𝑅2(𝑡0) − ̇𝑟(𝑡+
0 )𝑅̇(𝑡0),

ℎ2(𝑡0, 𝑡1) = − 1
2 ̇𝑟2(𝑡−

1 ) − 𝑐2

2𝑅2(𝑡1) + ̇𝑟(𝑡−
1 )𝑅̇(𝑡1).

(5–3)

考虑时间序列 {𝑡𝑛}𝑛∈ℤ, 假设对每个 𝑛 ∈ ℤ, 都有 0 < 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 ≤ 𝛿, 且有

ℎ2(𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛) + ℎ1(𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1) = 0.

根据式 (5–3), 这意味着

1
2 ̇𝑟2(𝑡+

𝑛) − ̇𝑟(𝑡+
𝑛)𝑅̇(𝑡𝑛) = 1

2 ̇𝑟2(𝑡−
𝑛) − ̇𝑟(𝑡−

𝑛)𝑅̇(𝑡𝑛)

⇔ 1
2 ̇𝑟2(𝑡+

𝑛) − ̇𝑟(𝑡+
𝑛)𝑅̇(𝑡𝑛) + 1

2𝑅̇2(𝑡𝑛) = 1
2 ̇𝑟2(𝑡−

𝑛) − ̇𝑟(𝑡−
𝑛)𝑅̇(𝑡𝑛) + 1

2𝑅̇2(𝑡𝑛)

⇔ ( ̇𝑟(𝑡+
𝑛) − 𝑅̇(𝑡𝑛))2 = ( ̇𝑟(𝑡−

𝑛) − 𝑅̇(𝑡𝑛))2

⇔ ̇𝑟(𝑡+
𝑛) = − ̇𝑟(𝑡−

𝑛) + 2𝑅̇(𝑡𝑛).

由边值问题 (5–2) 中的最后一个条件, 在上式的最后一步舍弃掉了 ̇𝑟(𝑡+
𝑛) = ̇𝑟(𝑡−

𝑛) 这个
解.通过上述论证,在每个时间间隔 (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1),存在唯一解 𝑟(𝑡; 𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1),且在 𝑡+

𝑛 与 𝑡−
𝑛 ,

这些解满足碰撞规则. 故时间序列 {𝑡𝑛}𝑛∈ℤ 为系统 (5–1) 一个真实解在每次碰撞时的

时间序列.

定义 5.1.1. 系统 (5–1) 的变分问题的解即是序列 {𝑡𝑛}𝑛∈ℤ, 使得对每个 𝑛 ∈ ℤ 都有

0 < 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 ≤ 𝛿, ℎ2(𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛) + ℎ1(𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1) = 0.

下面叙述本章的主要结果:

定理 5.1.1. 设系统 (5–1) 的墙壁运动函数 𝑅(𝑡) 为 𝐶1 类的 1-周期函数 (𝑅(𝑡) > 0),

则存在常数 𝜂 > 0, 当 𝛼 ∈ (0, 𝜂) 时系统 (5–1) 的变分问题存在解 {𝑡𝑛}𝑛∈ℤ 使得

lim𝑖→±∞ 𝑡𝑖/𝑖 = 𝛼. 并且如果 𝛼 = 𝑝/𝑞 为有理数 (𝑝, 𝑞 互素), 则对任意的 𝑛 ∈ ℤ 有
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𝑡𝑛+𝑞 = 𝑡𝑛 + 𝑝; 如果 𝛼 为无理数, 那么集合 {𝑡𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ}/ℤ 的闭包可能为整个圆周
ℝ/ℤ, 也可能为圆周上的 Cantor 集.

注 5.1.1. 变分问题与其相应的生成函数实际上对应于一个扭转映射. 具体对应关系可

参考文献 [12]. 此扭转映射即是第四章讨论呼吸圆台球无界轨道的存在性时的碰撞映

射 𝑓, 不过此扭转映射以 (𝑡, 𝐾) 作为新的变量, 其中

𝐾 = 1
2𝑣2 + 𝑐2

2𝑅2(𝑡) − 𝑣𝑅̇(𝑡),

𝑣 为碰撞后的瞬时速度的绝对值. 可以看出, 当 𝑣 充分大, 映射 (𝑡, 𝑣) ↦ (𝑡, 𝐾) 为一个
同胚. 故当 𝑣 充分大, 碰撞映射 𝑓 可等价地使用坐标 (𝑡, 𝐾). 变分问题的解则是扭转映
射的一条轨道在时间变量上的投影. 因此, 定理 5.1.1 中以有理数作为旋转数的序列对

应扭转映射的一条次谐周期轨道; 以无理数为旋转数的序列对应的扭转映射的轨道, 在

文献中被称作为广义拟周期解.

在本节最后, 考虑边值问题 (5–2) 解的存在唯一性. 与文献 [12] 有所不同的是, 在

证明中用到的凸性条件仅要求 𝑅(𝑡) 可微, 这使得系统的光滑性条件可降低一阶.

命题 5.1.1. 假设 𝑅(𝑡) 是 𝐶𝑟 函数 (𝑟 ≥ 1), 则存在常数 𝛿 > 0, 使得当 0 < 𝑡1 − 𝑡0 ≤ 𝛿
时, 边值问题 (5–2) 存在唯一的 𝐶𝑟 解 𝑟(𝑡; 𝑡0, 𝑡1).

证明: 系统 (5–1) 的通解为

𝑟(𝑡) = √𝑐2 + 𝐴2(𝑡 + 𝐵)2

𝐴 ,

其中 𝐴/2 = 1
2 ̇𝑟2 + 𝑐2

𝑟2 为能量, 𝐵 为常数. 注意到有

̇𝑟(𝑡) = 𝐴(𝑡 + 𝐵)
𝑟(𝑡) .

利用边值条件

𝑟(𝑡0) = 𝑅(𝑡0), 𝑟(𝑡1) = 𝑅(𝑡1)

可解出

𝐴± = 𝑅(𝑡0) + 𝑅(𝑡1) ± 2√𝑅2(𝑡0)𝑅2(𝑡1) − 𝑐2(𝑡1 − 𝑡0)2

(𝑡1 − 𝑡0)2 ,

𝐵± = 𝑅2(𝑡1) − 𝑅2(𝑡0)
2𝐴±(𝑡1 − 𝑡0) − 𝑡2

1 − 𝑡2
0

2(𝑡1 − 𝑡0).
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首先取

0 < 𝑡1 − 𝑡0 < (min 𝑅)2

𝑐2

使得 𝐴±, 𝐵± 有意义. 利用上式以及 ̇𝑟 与 𝑟 的关系, 可求得

̇𝑟(𝑡+
0 ) = −

𝑅(𝑡0) ± √𝑅2(𝑡1) − 𝑐2 (𝑡1−𝑡0)2
𝑅2(𝑡0)

𝑡1 − 𝑡0
.

由于边值问题 (5–2) 要求 ̇𝑟(𝑡+
0 ) < −𝑅(𝑡0)/(𝑡1 − 𝑡0), 不难看出只有 𝐴+, 𝐵+ 满足条件.

类似地, 可以说明 𝐴+, 𝐵+ 使得 ̇𝑟(𝑡−
1 ) > 𝑅(𝑡1)/(𝑡1 − 𝑡0) 成立. 由 𝐴+, 𝐵+ 以及 𝑟(𝑡) 的

表达式,

𝑟(𝑡; 𝑡0, 𝑡1) = √𝑐2 + 𝐴2(𝑡0, 𝑡1)(𝑡 + 𝐵(𝑡0, 𝑡1))2

𝐴(𝑡0, 𝑡1)

关于其所有变量 (𝑡, 𝑡0, 𝑡1) 是 𝐶𝑟 类的函数, 其中 𝐴(𝑡0, 𝑡1), 𝐵(𝑡0, 𝑡1) 为 𝐴+, 𝐵+.

下面只需要证明当 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1) 时, 𝑟(𝑡) < 𝑅(𝑡), 边值问题的解即存在且唯一. 下面

说明函数 𝑑(𝑡) ∶= 𝑟2(𝑡) − 𝑅2(𝑡) 在区间 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] 是严格下凸的. 只需说明对任意的

𝑠0, 𝑠1 ∈ (𝑡0, 𝑡1) 且 𝑠0 ≠ 𝑠1 有

𝑑(𝑠1) > 𝑑(𝑠0) + 𝑑′(𝑠0)(𝑠1 − 𝑠0)

假设 𝑡1 − 𝑡0 充分小, 那么 𝑠1 − 𝑠0 也充分小. 不妨令 𝑡1 = 𝑡0 + 𝑦, 𝑠1 = 𝑠0 + 𝑥, 𝑥, 𝑦 都为
小量. 那么直接计算得到:

𝑑(𝑠1) − 𝑑(𝑠0) − 𝑑′(𝑠0)(𝑠1 − 𝑠0) = 𝑟2(𝑠0 + 𝑥) − 𝑅2(𝑠0 + 𝑥) − 𝑟2(𝑠0) − 𝑅2(𝑠0)−

𝑥(2𝑟(𝑠0) ⋅ 𝐴(𝑠0 + 𝐵)
𝑟(𝑠0) − 2𝑅(𝑠0)𝑅̇(𝑠0)) = 4𝑥2𝑅2(𝑡0)

𝑦2 + 𝑂(𝑥3),

其中用到了之前计算的 𝐴, 𝐵 以及 𝑟(𝑡) 的表达式. 故当 𝑡1 − 𝑡0 充分小时, 𝑟(𝑡) < 𝑅(𝑡)
在区间 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1) 成立.

根据文献 [12] 中的计算, 生成函数的表达式为 (与原定义相差了一个常数):

ℎ(𝑡0, 𝑡1) = 𝑅2(𝑡0) + 𝑅2(𝑡1) + 2√𝑅2(𝑡0)𝑅2(𝑡1) − 𝑐2(𝑡1 − 𝑡0)2

2(𝑡1 − 𝑡0)

+ 𝑐 arctan ( 𝑐(𝑡1 − 𝑡0)
√𝑅2(𝑡0)𝑅2(𝑡1) − 𝑐2(𝑡1 − 𝑡0)2 ), (5–4)
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可将 ℎ(𝑡0, 𝑡1) 写成 𝑃 (𝑅(𝑡0), 𝑅(𝑡1), 𝑡1 − 𝑡0) 的形式, 其中 𝑃(⋅, ⋅, ⋅) 是一个光滑函数. 因

此, 可看出当 𝑅(𝑡) 是 𝐶1 函数时, ℎ 的混合偏导仍是存在的. 这一事实对于今后的讨论

是重要的.

5.2 小扭转情形下的 Aubry-Mather 集

在注 5.1.1 中已提到, 变分问题与其相应的生成函数实际上对应于一个扭转映射.

更具体地, 生成函数 (5–4) 对应了一种小扭转映射, 即当能量趋近于无穷时, 扭转映射

的扭转角度趋向于某个定值, 在此例中, 此定值为 0. 由于此类扭转映射的小扭转性以

及不保边界性, 不能使用圆周映射对于极小轨道的限制来得到 Aubry-Mather 集, 故

Aubry-Mather 理论对此类系统难以直接应用. 文献 [12] 中只讨论了当角动量 𝑐 很小,

且扭转区间限制在一个闭包不含 0 的区间上的 Aubry-Mather 集. 从定理 5.1.1 可以看

出, 本章证明的 Aubry-Mather 集在扭转区间 (0, 𝜂) 上均存在.

由于处理这类问题时, 假设 ℎ 为一个抽象的函数与考虑其具体形式 (5–4) 的区别

不大, 下面将处理更一般的情形, 而后再具体地处理以 (5–4) 为生成函数的变分问题.

本节对生成函数的性质作一些限制, 应用文献 [8] 中的技巧来研究此类小扭转情形下

Aubry-Mather 集的存在性.

令 Ω = {(𝑥0, 𝑥1) ∈ ℝ2 ∶ 0 < 𝑥1 − 𝑥0 ≤ Δ}, 其中 Δ > 0 为一常数. 假设 ℎ 为 Ω 上
的 𝐶1 类函数, 且对任意的 (𝑥0, 𝑥1) ∈ Ω, ℎ 满足以下条件:

(A1) ℎ(𝑥0 + 1, 𝑥1 + 1) = ℎ(𝑥0, 𝑥1);

(A2) ℎ 的混合偏导 ℎ12(𝑥0, 𝑥1) 存在且连续, 并且存在常数 𝜉 > 0 使得 ℎ12(𝑥0, 𝑥1) ≤
−𝜉 < 0;

(A3) 存在常数 𝛼1, 𝛼2 > 0 使得 1 ≤ 𝛼2/𝛼1 ≤ 2𝑘, 且有 𝛼1(𝑥1 − 𝑥0)−𝑘 ≤ ℎ(𝑥0, 𝑥1) ≤
𝛼2(𝑥1 − 𝑥0)−𝑘.

定理 5.2.1. 在以上的假定以及条件 (A1)(A2)(A3) 下, 存在只依赖于 𝛼2/𝛼1, 𝑘 的常
数 𝜎 > 1, 使得对任意的 𝛾 ∈ (0, Δ/𝜎), 都存在序列 {𝑥𝑖}𝑖∈ℤ, 对任意的 𝑖 ∈ ℤ, 此序列满

足:

(1) (𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) ∈ Ω, 且 ℎ2(𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) + ℎ1(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) = 0;

(2) lim𝑖→±∞ 𝑥𝑖/𝑖 = 𝛾.
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且当 𝛾 = 𝑝/𝑞 为有理数时 (𝑝, 𝑞 为互素的整数), 𝑥𝑖+𝑞 = 𝑥𝑖 + 𝑝 对任意的 𝑖 ∈ ℤ 成立; 当

𝛾 为无理数,集合 {𝑥𝑖 ∶ 𝑖 ∈ ℤ}的闭包在 ℝ/ℤ上可能为整个圆周,也可能是一个 Cantor

集.

5.2.1 周期构型

同文献 [8] 类似, 首先处理周期构型. 本小节主要说明: 对旋转数作合适的限制, 可

使得周期序列在变分空间的内部取到极小.

定义 5.2.1. 对于 𝑛 ≥ 2, 我们称线段 (𝑥0, ..., 𝑥𝑛) 为容许线段, 若当 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 时,

(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) ∈ Ω; 若 (𝑥0, ..., 𝑥𝑛) 为容许线段, 且

𝑛−1
∑
𝑖=0

ℎ(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) ≤
𝑛−1
∑
𝑖=0

ℎ(𝑦𝑖, 𝑦𝑖+1)

对所有满足 𝑦0 = 𝑥0, 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 的容许线段 (𝑦0, ..., 𝑦𝑛) 都成立, 称 (𝑥0, ..., 𝑥𝑛) 为极小线
段.

定义 5.2.2. 对于容许线段 (𝑥0, ..., 𝑥𝑛), 若当 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 时, 有

ℎ2(𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) + ℎ1(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) = 0,

称容许线段 (𝑥0, ..., 𝑥𝑛) 是平衡的.

显然, 容许线段的子线段也是容许线段, 极小线段的子线段也是极小线段. 如果容

许线段 (𝑥0, ..., 𝑥𝑛) 是极小的, 且当 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 时有 0 < 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 < Δ, 则函数

𝐻(𝑥1, ..., 𝑥𝑛−1) =
𝑛−1
∑
𝑖=0

ℎ(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1)

在集合

{(𝑥1, ..., 𝑥𝑛−1) ∶ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 0 < 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 ≤ Δ}

的内部达到了极小, 故 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛−1) 为函数 𝐻 的临界点, 那么即有

∀ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, ℎ2(𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) + ℎ1(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) = 0,

即此时容许线段 (𝑥0, ..., 𝑥𝑛) 是极小平衡线段.
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首先研究周期构型空间. 令 𝑥 ∈ ℝℤ, 在 ℝℤ 上的拓扑为积拓扑. 关于该空间的讨论,

可参见 [8, 41]. 对 𝑝/𝑞 ∈ (0, Δ], 定义

𝐾𝑝/𝑞 = {𝑥 ∈ ℝℤ ∶ ∀𝑖 ∈ ℤ, 𝑥𝑖+𝑞 = 𝑥𝑖 + 𝑝, 0 < 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 ≤ Δ}.

若令 𝑥𝑖 = 𝑖𝑝/𝑞, 则 𝑥 ∈ 𝐾𝑝/𝑞, 故 𝐾𝑝/𝑞 非空. 定义 𝐾𝑝/𝑞 上的函数

𝐻𝑝/𝑞(𝑥) ∶=
𝑞−1
∑
𝑖=0

ℎ(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1),

称 𝐻𝑝/𝑞(𝑥) 为 周期构型 𝑥 的作用量.

根据假设 (A1)(A3), 𝐻𝑝/𝑞 在 𝐾𝑝/𝑞 上能取到极小. 实际上, 𝐻𝑝/𝑞 定义在

𝑀 = {(𝑥0, ..., 𝑥𝑞) ∶ 𝑥𝑞 = 𝑥0 + 𝑝, 0 < 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 ≤ Δ}.

由假设 (A1), 不妨设 𝑥0 ∈ [0, 1]. 取 𝑏 = ∑𝑞−1
𝑖=0 ℎ(𝑖𝑝/𝑞, (𝑖 + 1)𝑝/𝑞), 由 ℎ 的连续性, 集合

𝐵 = {(𝑥0, ..., 𝑥𝑞) ∈ 𝑀 ∶
𝑞−1
∑
𝑖=0

ℎ(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) ≤ 𝑏}

是 𝑀 的非空闭子集. 由于 𝑀 非紧, 𝐵 不一定为紧集. 由假设 (A3), ∀(𝑥0, ..., 𝑥𝑞) ∈ 𝐵,

存在常数 𝛿𝑖 > 0 使得 𝛿𝑖 ≤ 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 ≤ Δ. 由于 𝑥0 ∈ [0, 1], 故

𝐵 ⊂ {(𝑥0, ..., 𝑥𝑞) ∶ 𝑥0 ∈ [0, 1], 𝑥𝑞 = 𝑥0 + 𝑝, 𝛿𝑖 ≤ 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 ≤ Δ} ⊂ 𝑀,

即 𝐵 为紧集的闭子集. 故 𝐵 为紧集且 𝐻𝑝/𝑞 在 𝐵 可以取到极小. 由 𝐵 的定义, 此极小

也为 𝐻𝑝,𝑞 在 𝐾𝑝/𝑞 上的极小.

若 𝑥 ∈ 𝐾𝑝/𝑞 使得 𝐻𝑝/𝑞 达到了极小值, 称 𝑥 为 𝐻𝑝/𝑞 在 𝐾𝑝/𝑞 上的极小周期序列.

注 5.2.1. 若 𝑥 为 𝐻𝑝/𝑞 在 𝐾𝑝/𝑞 上的极小周期序列, 则 ∀𝑗 ∈ ℤ, 线段 (𝑥𝑗, ..., 𝑥𝑗+𝑞) 为
极小线段.

这一小节的主要结论是:

命题 5.2.1. 存在只依赖于 𝛼2/𝛼1, 𝑘 的常数 𝜎 > 1, 使得当 𝑝/𝑞 ∈ (0, Δ/𝜎) 时, 𝐻𝑝/𝑞 在
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𝐾𝑝/𝑞 上的极小周期序列 𝑥 满足

∀𝑖 ∈ ℤ, 0 < 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 < Δ.

特殊地,

∀𝑖 ∈ ℤ, ℎ2(𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) + ℎ1(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) = 0.

引理 5.2.1. 设 (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) 为极小线段, 则存在常数 𝐿 ≥ 1 使得

𝐿−1(𝑥1 − 𝑥0) ≤ (𝑥2 − 𝑥1) ≤ 𝐿(𝑥1 − 𝑥0);

𝐿 只依赖于 𝛼2/𝛼1, 𝑘 且当 𝛼2/𝛼1 → 1, 𝐿 → 1.

证明: 令 𝑥1 − 𝑥0 = 𝐶, 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑡𝐶. 首先估计 𝑡 的上界. 令 𝑠 = (𝑥2 − 𝑥0)/2. 由

𝑥2 − 𝑠 = 𝑠 − 𝑥0 = 1
2(𝑥2 + 𝑥0),

(𝑥0, 𝑠, 𝑥2) 为容许线段. 由 (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) 的极小性以及 (A3), 有

𝛼1𝐶−𝑘(1 + 𝑡−𝑘) = 𝛼1
(𝑥1 − 𝑥0)𝑘 + 𝛼1

(𝑥2 − 𝑥1)𝑘 ≤ ℎ(𝑥0, 𝑥1) + ℎ(𝑥1, 𝑥2)

≤ ℎ(𝑥0, 𝑠) + ℎ(𝑠, 𝑥2) ≤ 𝛼2
(𝑠 − 𝑥0)𝑘 + 𝛼2

(𝑥2 − 𝑠)𝑘 = 2𝑘+1𝛼2𝐶−𝑘(1 + 𝑡)−𝑘,

即
1

2𝑘+1 (1 + 𝑡−𝑘)(1 + 𝑡)𝑘 ≤ 𝛼2
𝛼1

. (5–5)

令

𝑔(𝑡) = 1
2𝑘+1 (1 + 𝑡−𝑘)(1 + 𝑡)𝑘,

则当 𝑡 ≥ 1 时, 𝑔 严格单调递增. 令 𝐿 = 𝑔−1(𝛼2/𝛼1). 不等式 (5–5) 即为 𝑔(𝑡) ≤ 𝑔(𝐿), 故
𝑡 ≤ 𝐿, 即 (𝑥2 − 𝑥1) ≤ 𝐿(𝑥1 − 𝑥0). 由 𝐿 的定义, 当 𝛼2/𝛼1 → 1 时, 𝐿 → 1.

对于下界, 令 ℎ0(𝑦0, 𝑦1) ∶= ℎ(−𝑦1, −𝑦0), 显然 ℎ0 也定义在 Ω 上且 ℎ0 满足

(A1)(A2)(A3). 由 ℎ0 的定义, (−𝑥2, −𝑥1, −𝑥0) 为 ℎ0 的极小线段, 故应用上述上界即

得到 𝐿−1(𝑥1 − 𝑥0) ≤ (𝑥2 − 𝑥1).

引理 5.2.2. 对于极小线段 (𝑥0, ..., 𝑥𝑁), 令

𝛿𝑁 ∶= min
0≤𝑖≤𝑁−1

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖), Δ𝑁 ∶= max
0≤𝑖≤𝑁−1

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖),
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则存在只依赖于 𝛼2/𝛼2, 𝑘 的常数 𝜎 > 1, 使得

Δ𝑁 ≤ 𝜎𝛿𝑁 .

证明: 设 0 ≤ 𝑚, 𝑛 ≤ 𝑁 − 1 使得

𝛿𝑁 = 𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚, Δ𝑁 = 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛.

首先取 𝜎 ≥ 2𝐿, 其中 𝐿 为引理 5.2.1 中的常数. 不失一般性, 设 𝑚 ≤ 𝑛. 当 𝑚 = 𝑛, 则

𝛿𝑁 = Δ𝑁 , 故结论成立. 当 𝑚 + 1 = 𝑛, 由引理 5.2.1, Δ𝑁 ≤ 𝐿𝛿𝑁 ≤ 𝜎𝛿𝑁 . 故只需考虑

𝑚 + 2 ≤ 𝑛 时的情况.

考虑线段

(𝑥0, ..., 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+2, ..., 𝑥𝑛, 𝑠, 𝑥𝑛+1, ..., 𝑥𝑁),

其中 𝑠 = (𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛)/2. 此线段即删去了 𝑥𝑚+1 但在 𝑥𝑛 与 𝑥𝑛+1 之间添加了 𝑠. 首先

需说明此线段为容许线段. 注意到

0 < 𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚 = 𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1 + 𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚 ≤ (𝐿 + 1)(𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚) ≤ 2𝐿𝛿𝑁 .

由于 𝜎 ≥ 2𝐿, 当 2𝐿𝛿𝑁 ≥ Δ, 则 𝜎𝛿𝑁 ≥ 2𝐿𝛿𝑁 ≥ Δ ≥ Δ𝑁 , 即结论成立. 故只需考虑

2𝐿𝛿𝑁 ≤ Δ 的情形, 即 (𝑥𝑚, 𝑥𝑚+2) ∈ Ω. 显然 (𝑥𝑛, 𝑠), (𝑠, 𝑥𝑛+1) ∈ Ω. 由原线段的极小

性, 有

ℎ(𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1) + ℎ(𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2) + ℎ(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ ℎ(𝑥𝑚, 𝑥𝑚+2) + ℎ(𝑥𝑛, 𝑠) + ℎ(𝑠, 𝑥𝑛+1).

利用假设 (A3) 及 𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1 ≤ 𝐿𝛿𝑁 , 𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚 ≥ 2𝛿𝑁 , 有

𝛼1
𝛿𝑘

𝑁
+ 𝛼1

(𝐿𝛿𝑁)𝑘 + 𝛼1
Δ𝑘

𝑁
≤ 𝛼2

(2𝛿𝑁)𝑘 + 2𝛼2
(Δ𝑁/2)𝑘 ,

即
1

𝛿𝑘
𝑁

(𝛼1 − 𝛼2
2𝑘 + 𝛼1

𝐿𝑘 ) ≤ 1
Δ𝑘

𝑁
(2𝑘+1𝛼2 − 𝛼1).

由于 𝛼1 ≥ 𝛼2/2𝑘, 故

𝛿𝑁
Δ𝑁

≥ (
𝛼1 − 𝛼2

2𝑘 + 𝛼1
𝐿𝑘

2𝑘+1𝛼2 − 𝛼1
) 1

𝑘 = (
1 − 𝑎

2𝑘 + 1
𝐿𝑘

2𝑘+1𝑎 − 1 ) 1
𝑘 ,
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其中 𝑎 = 𝛼2/𝛼1. 令

𝜎 = max{2𝐿, (
1 − 𝑎

2𝑘 + 1
𝐿𝑘

2𝑘+1𝑎 − 1 )− 1
𝑘 },

由 𝐿 也只与 𝛼2/𝛼1, 𝑘 有关, 即得到所证结论.

命题 5.2.1 的证明: 设 𝑥 为 𝐻𝑝/𝑞 在 𝐾𝑝/𝑞 上的极小周期序列, 则 (𝑥0, ..., 𝑥𝑞) 为极小线
段. 令

𝛿𝑞 ∶= min
0≤𝑖≤𝑞−1

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖), Δ𝑞 ∶= max
0≤𝑖≤𝑞−1

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖).

不妨设 Δ𝑞 = Δ. 那么根据 𝛿𝑞 的定义以及引理 5.2.2 有:

𝑝 = 𝑥𝑞 − 𝑥0 =
𝑞−1
∑
𝑖=0

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) ≥ 𝑞𝛿𝑞 ≥ Δ𝑞𝑞
𝜎 = Δ𝑞

𝜎 ,

与假设 𝑝/𝑞 ∈ (0, Δ/𝜎) 矛盾. 故 Δ𝑞 < Δ.

5.2.2 极小周期序列的保序性

定义 5.2.3. 设 𝑥 ∈ ℝ𝑍, 𝑥 的任一个子线段都为平衡线段, 称 𝑥 为平衡构型.

定义 5.2.4. 设 𝑥 ∈ ℝ𝑍, 𝑥 的任一个子线段都为极小平衡线段, 称 𝑥 为极小平衡构型.

在文献 [8]中对生成函数 ℎ有四个基本假设: (H1,H2,H3,H4),其中 (H1)与 (A1)

相同, (H2)与 (A2)类似,都为生成函数的增长性假设.下面根据假设 (A1)(A2)(A3),

得到

(H3) 设 (𝑥0, 𝑥1), (𝑦0, 𝑦1), (𝑥0, 𝑦1), (𝑥1, 𝑦0) ∈ Ω 且 𝑥0 < 𝑦0, 𝑥1 < 𝑦1, 则 ℎ(𝑥0, 𝑥1) +
ℎ(𝑦0, 𝑦1) < ℎ(𝑥0, 𝑦1) + ℎ(𝑥1, 𝑦0);

(H4) 若 (𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1) ≠ (𝑦−1, 𝑦0, 𝑦1)为平衡线段,且 𝑥0 = 𝑦0,则 (𝑥−1−𝑦−1)(𝑥1−𝑦1) <
0; 若更近一步地, (𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1) ≠ (𝑦−1, 𝑦0, 𝑦1) 是极小平衡线段, 则 (𝑥−1, 𝑥0, 𝑦1)
与 (𝑦−1, 𝑦0, 𝑥1) 都不是极小的.

(H3) 的证明: 对 ℎ12 在顶点为 (𝑥0, 𝑥1), (𝑦0, 𝑦1),(𝑥0, 𝑦1), (𝑥1, 𝑦0) 的矩形上积分得

ℎ(𝑥0, 𝑥1) + ℎ(𝑦0, 𝑦1) − ℎ(𝑥0, 𝑦1) − ℎ(𝑥1, 𝑦0) ≤ −𝜉(𝑦0 − 𝑥0)(𝑦1 − 𝑥1) < 0,

其中我们用到了 (A2).
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(H4) 的证明: 由于 ℎ12 < 0 故 ℎ1(𝜉, 𝜂) 关于 𝜂 单调递减, ℎ2(𝜉, 𝜂) 关于 𝜉 单调递减. 因

为 (𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1) ≠ (𝑦−1, 𝑦0, 𝑦1) 为平衡线段, 故

ℎ2(𝑥−1, 𝑥0) + ℎ1(𝑥0, 𝑥1) = ℎ2(𝑦−1, 𝑦0) + ℎ1(𝑦0, 𝑦1) = 0.

若 𝑥−1 > 𝑦−1, 则 ℎ2(𝑥−1, 𝑥0) < ℎ2(𝑦−1, 𝑦0), 由上式可得到 ℎ1(𝑥0, 𝑥1) > ℎ1(𝑦0, 𝑦1), 即
𝑥1 < 𝑦1, 结论成立; 𝑥−1 < 𝑦−1 时类似地有 𝑥1 > 𝑦1. 若 𝑥−1 = 𝑦−1, 则 ℎ1(𝑥0, 𝑥1) =
ℎ1(𝑦0, 𝑦1), 即 𝑥1 = 𝑦1, 与假设矛盾.

显然 (𝑥−1, 𝑥0, 𝑦1) 与 (𝑦−1, 𝑦0, 𝑥1) 都为容许线段. 由 (𝑥−1 − 𝑦−1)(𝑥1 − 𝑦1) < 0, 不

妨假设 𝑥−1 < 𝑦−1, 𝑥1 > 𝑦1. 设 (𝑥−1, 𝑥0, 𝑦1) 与 (𝑦−1, 𝑦0, 𝑥1) 都为极小线段. 对于线段

(𝑦−1, 𝑦0, 𝑥1), 有

0 < 𝑦0 − 𝑦−1 < 𝑥0 − 𝑥−1 ≤ Δ,

0 < 𝑦1 − 𝑦0 < 𝑥1 − 𝑦0 = 𝑥1 − 𝑥0 ≤ Δ,

即可增加 𝑦0 使得 (𝑦−1, 𝑦0, 𝑥1) 仍为容许序列. 所以根据 (𝑦−1, 𝑦0, 𝑥1) 的极小性, 有

ℎ2(𝑦−1, 𝑦0) + ℎ1(𝑦0, 𝑥1) ≥ 0.

将 ℎ2(𝑦−1, 𝑦0) 替换为 −ℎ1(𝑦0, 𝑦1) 得到

ℎ1(𝑦0, 𝑥1) ≥ ℎ1(𝑦0, 𝑦1),

但这与 𝑥1 > 𝑦1 以及 ℎ1(𝜉, 𝜂) 关于 𝜂 单调递减矛盾. 类似地可以说明线段 (𝑦−1, 𝑦0, 𝑥1)
也不是极小的.

(H4)是与文献 [8]中的假设区别最多的地方,这是由于边界的存在,极小线段不一

定是平衡的.

定义 ℝℤ 中的严格偏序:

𝑥, 𝑦 ∈ ℝℤ, 𝑥 < 𝑦 ⇔ 𝑥𝑖 < 𝑦𝑖, ∀𝑖 ∈ ℤ.

一个 ℝℤ 的子集 𝑆 称作是完全有序的, 如果

𝑥 ≠ 𝑦 ∈ 𝑆, 则 𝑥 < 𝑦 或 𝑦 > 𝑥.
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对于 (𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2, 令

𝑇(𝑎,𝑏)𝑥 = 𝑥∗, 𝑥∗
𝑖 = 𝑥𝑖−𝑎 + 𝑏.

命题 5.2.2. 对 𝑝/𝑞 ∈ (0, Δ/𝜎), 若 𝑥 为 𝐻𝑝/𝑞 在 𝐾𝑝/𝑞 上的极小周期序列, 则 𝑥 是极小
平衡构型, 且集合

{𝑇(𝑎,𝑏)𝑥 ∶ (𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2}

是完全有序的.

定义 5.2.5. 𝑥, 𝑦 ∈ ℝℤ 称作是相交的, 如果存在 𝑖 ∈ ℤ 使得下面任一个条件成立:

(i) 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 且 (𝑥𝑖−1 − 𝑦𝑖−1)(𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1) < 0;

(ii) (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)(𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1) < 0.

由 (H4), 若 𝑥, 𝑦 为两条平衡构型, 则 𝑥 与 𝑦 相交或者集合 {𝑥, 𝑦} 完全有序. 如果

作出 𝑥 的图像, 即将点列 {(𝑖, 𝑥𝑖)} 用直线逐点连接, 则 𝑥, 𝑦 不相交当且仅当两者的图
像不相交, 见图 5-1.

图 5-1 𝑥, 𝑦 在 𝑖 处与在 𝑖, 𝑖 + 1 处相交.

命题 5.2.2 的证明: 以下总假设 𝑝/𝑞 ∈ (0, Δ/𝜎). 由命题 5.2.1, 若 𝑥, 𝑦 都为 𝐻𝑝/𝑞 在

𝐾𝑝/𝑞 上的极小周期序列, 则 𝑥, 𝑦 是平衡构型. 故要么 𝑥, 𝑦 不相交, 要么 {𝑥, 𝑦} 完全有
序. 下面说明 𝑥, 𝑦 不相交. 特殊地, 集合

{𝑇(𝑎,𝑏)𝑥 ∶ (𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2}

完全有序. 由于只有 𝑞 ≥ 2 时 𝑥, 𝑦 才可能相交, 设 𝑞 ≥ 2. 定义 𝑧+, 𝑧− ∈ ℝℤ 如下:

𝑧+
𝑖 = max{𝑥𝑖, 𝑦𝑖}, 𝑧−

𝑖 = min{𝑥𝑖, 𝑦𝑖}.
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易见 𝑧+, 𝑧− 的任一子段都为容许线段且 𝑧+, 𝑧− ∈ 𝐾𝑝/𝑞. 若 𝑥, 𝑦 在 𝑖 处相交, 不失一般

性, 设 𝑖 = 1. 由 (H4), (𝑧+
0 , 𝑧+

1 , 𝑧+
2 ) 不是极小的. 取 ̄𝑧1 使得 (𝑧+

0 , ̄𝑧1, 𝑧+
2 ) 为容许序列且

ℎ(𝑧+
0 , ̄𝑧1) + ℎ( ̄𝑧1, 𝑧+

2 ) < ℎ(𝑧+
0 , 𝑧+

1 ) + ℎ(𝑧1, 𝑧+
2 ).

如此定义 𝑧 ∈ ℝℤ 使得 ∀𝑘 ∈ ℤ, 𝑧𝑞𝑘+1 = ̄𝑧1 + 𝑘𝑝, 且在其余位置 𝑧 与 𝑧+ 相同. 那么有

𝑧 ∈ 𝐾𝑝/𝑞, 且

𝐻𝑝/𝑞(𝑧) < 𝐻𝑝/𝑞(𝑧+) ≤ 𝐻𝑝/𝑞(𝑥),

与 𝑥 的定义矛盾. 若 𝑥, 𝑦 在 𝑖, 𝑖 + 1 处相交, 由 (H3),

𝐻𝑝/𝑞(𝑧+) + 𝐻𝑝/𝑞(𝑧−) < 𝐻𝑝/𝑞(𝑥) + 𝐻𝑝/𝑞(𝑦),

与 𝑥, 𝑦 的定义矛盾. 总结下来, 已证明了集合

{𝑥 ∈ ℝℤ ∶ 𝑥 为 𝐻𝑝/𝑞 在 𝐾𝑝/𝑞 上的极小周期序列}

是完全有序的.

下面证明在假设下 𝑥 也为极小平衡构型, 由假设只需证 𝑥 的任一子段都是极小的.

对 𝑛 ≥ 1, 设 𝑤 为 𝐻𝑛𝑝/𝑛𝑞 在 𝐾𝑛𝑝/𝑛𝑞 上的极小周期序列. 首先 𝑤 ∈ 𝐾𝑝/𝑞. 实际上, 由于

{𝑤, 𝑇(𝑞,𝑝)𝑤} 完全有序, 若 𝑤 < 𝑇(𝑞,𝑝)𝑤, 则连续作用 𝑇(𝑞,𝑝) 得到 𝑤 < 𝑇(𝑛𝑞,𝑛𝑝)𝑤, 矛盾.

故 𝑤 = 𝑇(𝑞,𝑝)𝑤, 即 𝑤 ∈ 𝐾𝑝/𝑞. 故有

𝐻min
(𝑛𝑝/𝑛𝑞) = 𝑛𝐻min

(𝑝/𝑞),

由于对于 𝑥 ∈ 𝐾𝑝/𝑞 ⊂ 𝐾𝑛𝑝/𝑛𝑞, 𝐻(𝑛𝑝/𝑛𝑞)(𝑥) = 𝑛𝐻(𝑝/𝑞)(𝑥). 所以, 如果 𝑥 为 𝐻𝑝/𝑞 的极

小, 𝑥 也为 𝐻𝑛𝑝/𝑛𝑞 的极小. 特殊地, 对于任意的 𝑖 ∈ ℤ, 线段

(𝑥𝑖, ..., 𝑥𝑖+𝑛𝑞)

是极小的. 由 𝑛 可以任意大, 𝑥 的任意子段都是极小的.

5.2.3 无理极小平衡构型的存在性

本节考虑使用保序的周期极小平衡构型去逼近无理的极小平衡构型.
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定义 5.2.6. 称 𝑥 ∈ ℝℤ 为 Birkhoff 构型, 如果 𝑥 是平衡构型且集合

𝐵𝑥 = {𝑇(𝑎,𝑏)𝑥 ∶ (𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2},

的闭包 𝐵𝑥 是完全有序的.

对于 Birkhoff 构型 𝑥, 定义投影 𝑝𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖. 首先可以看出映射 𝑝0|𝐵𝑥: 𝐵𝑥 →
𝑝0(𝐵𝑥) 是一个双射, 这是由于 𝑝0 保持序关系. 又由于投影 𝑝𝑖 是连续的开映射, 故

𝑝0|𝐵𝑥 是一个同胚.

称 𝑓 ∶ ℝ → ℝ 为一个保向圆周同胚, 如果 𝑓 连续且严格单调递增, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥 +
1) = 𝑓(𝑥) + 1.

命题 5.2.3. 对于每一个 Birkhoff构型 𝑥,存在一个保向圆周同胚 𝑓,使得 ∀𝑖 ∈ ℤ, 𝑥𝑖+1 =
𝑓(𝑥𝑖).

证明: 首先在一个闭子集 𝐴 = 𝑝0(𝐵𝑥) 上定义 𝑓 , 通过以下两种等价的方式,

𝑓(𝑦0) ∶= 𝑦1, 𝑦 ∈ 𝐵𝑥; 𝑓 ∶= 𝑝1 ∘ (𝑝0|𝐵𝑥)−1.

根据 𝑝0 在 𝐵𝑥 上是同胚及 𝐵𝑥 的完全有序性, 𝑓 的定义是确定的, 且 𝑓 严格单调递增.

𝑓(𝑡 + 1) = 𝑓(𝑡) + 1, ∀𝑡 ∈ 𝐴, 这是由于在 𝑥0 + 1 对应的轨道一定是 𝑥0 对于的轨道向上

平移一个单位. 在 ℝ\𝐴 = ∪(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) 上通过直线连接来定义 𝑓 ,

𝑓((1 − 𝑡)𝑎𝑛 + 𝑡𝑏𝑛) ∶= (1 − 𝑡)𝑓(𝑎𝑛) + 𝑡𝑓(𝑏𝑛), 𝑡 ∈ [0, 1].

这样在直线的部分也是严格单调的, 也保证了连续性. 故 𝑓 为一个保向圆周同胚, 且有

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑓((𝑇(−𝑖,0)𝑥)0) = 𝑥𝑖+1.

对于任一个 Birkhoff 构型 𝑥, 定义 𝑥 的旋转数

𝜌(𝑥) ∶= lim
𝑖→∞

𝑥𝑖
𝑖 .

由命题 5.2.3, 上式中的极限存在. 且根据 ℝℤ 上的拓扑, 𝜌 是连续映射 (见 [41, Lemma

9.1]). 注意到, 对任意的 𝑥 ∈ ℝℤ, 若 𝐵𝑥 完全有序, 则 𝜌(𝑥) 都有定义.

引理 5.2.3. (1) 若对于 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥(𝑛) ∈ ℝℤ 为 Birkhoff构型,当 𝑛 → ∞时, 𝑥(𝑛) → 𝑥∗,

且有

∀𝑖 ∈ ℤ, 𝑛 ∈ ℕ, 𝛿 ≤ 𝑥(𝑛)
𝑖+1 − 𝑥(𝑛)

𝑖 ≤ Δ,
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其中 𝛿 > 0 为常数, 则 𝑥∗ 也为 Birkhoff 构型.

(2) 若 𝑥 为平衡构型, 𝐵𝑥 完全有序, 且

∀𝑖 ∈ ℤ, 𝛿 ≤ 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 ≤ Δ,

其中 𝛿 > 0 为常数, 则 𝐵𝑥 也完全有序.

证明: 只证明 (1), (2) 的证明是完全类似的. 由假设, 对所有的 𝑖 ∈ ℤ,

0 < 𝛿 ≤ 𝑥∗
𝑖+1 − 𝑥∗

𝑖 ≤ Δ,

故 𝑥∗ 为容许序列且函数 ℎ2(𝑥∗
𝑖−1, 𝑥∗

𝑖), ℎ1(𝑥∗
𝑖 , 𝑥∗

𝑖+1) 定义完好. 根据 ℎ2, ℎ1 的连续性, 𝑥∗

也为平衡构型.

对于 (𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2, 同上述论证, 𝑇(𝑎,𝑏)𝑥(𝑛) 收敛于 𝑇(𝑎,𝑏)𝑥∗, 且 𝑇(𝑎,𝑏)𝑥∗ 为平衡构型.

由 (H4), 𝑇(𝑎,𝑏)𝑥∗, 𝑥∗ 要么相交要么两者完全有序. 若 𝑇(𝑎,𝑏)𝑥∗, 𝑥∗ 相交在 𝑖, 𝑖 + 1 处,

可取充分大的 𝑁 , 使得当 𝑛 > 𝑁 时 𝑇(𝑎,𝑏)𝑥(𝑛), 𝑥(𝑛) 也相交在 𝑖, 𝑖 + 1 处, 与 𝑥(𝑛) 为

Birkhoff 构型这一事实矛盾. 若 𝑇(𝑎,𝑏)𝑥∗ = 𝑦∗, 𝑥∗ 在 𝑖 处相交, 由 (H4), 有

(𝑦∗
𝑖−1 − 𝑥∗

𝑖−1)(𝑦∗
𝑖+1 − 𝑥∗

𝑖+1) < 0.

可取充分大的 𝑁 使得当 𝑛 > 𝑁 时

(𝑦(𝑛)
𝑖−1 − 𝑥(𝑛)

𝑖−1)(𝑦(𝑛)
𝑖+1 − 𝑥(𝑛)

𝑖+1) < 0

仍成立, 其中 𝑦(𝑛) = 𝑇(𝑎,𝑏)𝑥(𝑛), 矛盾. 故集合 𝐵𝑥∗ 完全有序. 类似地可证明其闭包也是

完全有序的. 故 𝑥∗ 为 Birkhoff 构型.

推论 5.2.1. 设 𝑝/𝑞 ∈ (0, Δ/𝜎), 𝑥 为 𝐻𝑝/𝑞 在集合 𝐾𝑝/𝑞 的极小周期序列, 则 𝑥 是极小
的 Birkhoff 构型, 且 𝜌(𝑥) = 𝑝/𝑞.

证明: 由命题 5.2.2, 𝑥 为极小平衡构型且集合 𝐵𝑥 完全有序, 根据引理 5.2.3, 𝐵𝑥 也完

全有序. 故 𝑥 为极小的 Birkhoff 构型. 由 𝑥 的周期性, 命题 5.2.3 构造的保向圆周同胚

有一条 (𝑝, 𝑞) 型周期轨道, 故 𝜌(𝑥) = 𝑝/𝑞.

这样, 区间 (0, Δ/𝜎) 中所有以有理数为旋转数的 Birkhoff 构型的存在性已经得到

证明,下面利用引理 5.2.3,证明区间 (0, Δ/𝜎)中无理数同样也对应有 Birkhoff构型,且
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此 Birkhoff 构型也为极小平衡构型.

引理 5.2.4. 对任意的无理数 𝛼 ∈ (0, Δ/𝜎),取序列 {𝑝𝑛/𝑞𝑛}𝑛∈ℕ使得 𝑝𝑛/𝑞𝑛 ∈ (0, Δ/𝜎),
且 lim𝑛→∞ 𝑝𝑛/𝑞𝑛 = 𝛼.令 𝑥(𝑛)为𝐻𝑝𝑛/𝑞𝑛 在集合𝐾𝑝𝑛/𝑞𝑛 的极小周期序列,则存在 𝛿 > 0
使得对所有的 𝑖 ∈ ℤ, 𝑛 ∈ ℕ, 有

𝛿 ≤ 𝑥(𝑛)
𝑖+1 − 𝑥(𝑛)

𝑖 ≤ Δ.

证明: 不妨设不存在这样的 𝛿 > 0. 对于 𝑥(𝑛), 令

𝛿𝑛 ∶= min
0≤𝑖≤𝑞𝑛−1

(𝑥(𝑛)
𝑖+1 − 𝑥(𝑛)

𝑖 ), Δ𝑛 ∶= max
0≤𝑖≤𝑞𝑛−1

(𝑥(𝑛)
𝑖+1 − 𝑥(𝑛)

𝑖 ).

由假设,存在子列 (仍用原来下标)使得 𝛿𝑛 → 0. 根据引理 5.2.2, 𝜎𝛿𝑛 ≥ Δ𝑛,故Δ𝑛 → 0.

不失一般性, 对所有的 𝑛 ∈ ℕ, 假设 𝑥(𝑛)
0 ∈ [0, 1]. 那么由于 0 ≤ 𝑥(𝑛)

𝑖+1 − 𝑥(𝑛)
𝑖 ≤ Δ, 对所

有的 𝑛 ∈ ℕ, 𝑖 ∈ ℤ, 𝑥(𝑛)
𝑖 包含在一个紧区间内, 故存在 {𝑥(𝑛)} 的子列使得 𝑥(𝑛) → 𝑥∗. 由

Δ𝑛 → 0, 存在常数 𝑐 使得 𝑥∗
𝑖 = 𝑐, ∀𝑖 ∈ ℤ. 显然函数 𝜌 在 𝑥∗ 上有定义, 且 𝜌(𝑥∗) = 0.

然而, 当 𝑥(𝑛) 趋于 𝑥∗ 时, 𝜌(𝑥(𝑛)) → 𝛼 > 0, 这与 𝜌 的连续性矛盾.

引理 5.2.5. 对于 0 < 𝛿 ≤ Δ, 集合

ℳ𝛿 = {𝑥 ∈ ℝℤ ∶ 𝑥 为极小平衡构型且 𝛿 ≤ 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 ≤ Δ}.

是 ℝℤ 的闭子集.

证明: 由于 ℝℤ 中的收敛是逐点收敛,故只需考虑有限子段即可.不失一般性,设当 𝑛 →
∞ 时, 满足 𝛿 ≤ 𝑥(𝑛)

𝑖+1 − 𝑥(𝑛)
𝑖 ≤ Δ (𝑖 = 0, 1) 的极小平衡线段 (𝑥(𝑛)

0 , 𝑥(𝑛)
1 , 𝑥(𝑛)

2 ) 收敛到
(𝑥∗

0, 𝑥∗
1, 𝑥∗

2), 只需说明 (𝑥∗
0, 𝑥∗

1, 𝑥∗
2) 也为极小平衡线段且 𝛿 ≤ 𝑥∗

𝑖+1 − 𝑥∗
𝑖 ≤ Δ (𝑖 = 0, 1).

显然, 对 𝑖 = 0, 1, 𝛿 ≤ 𝑥∗
𝑖+1 − 𝑥∗

𝑖 ≤ Δ, 且由于函数 ℎ1, ℎ2 的连续性, 有

ℎ2(𝑥∗
0, 𝑥∗

1) + ℎ1(𝑥∗
1, 𝑥∗

2) = 0.

故只需证线段 (𝑥∗
0, 𝑥∗

1, 𝑥∗
2)是极小的.首先,若 𝑥∗

1−𝑥∗
0 = 𝑥∗

2−𝑥∗
1 = Δ,则对固定的 𝑥∗

0, 𝑥∗
2

有且仅有一个容许序列, (𝑥∗
0, 𝑥∗

1, 𝑥∗
2) 自然是极小的. 不妨设 𝑥∗

1 − 𝑥∗
0 = Δ, 𝑥∗

2 − 𝑥∗
1 < Δ.

若 (𝑥∗
0, 𝑥∗

1, 𝑥∗
2) 不是极小的, 则存在 𝑥1 < 𝑥∗

1 且 0 < 𝑥1 − 𝑥∗
0 < Δ, 0 < 𝑥∗

2 − 𝑥1 < Δ 使
得

ℎ(𝑥∗
0, 𝑥1) + ℎ(𝑥1, 𝑥∗

2) < ℎ(𝑥∗
0, 𝑥∗

1) + ℎ(𝑥∗
1, 𝑥∗

2).
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由 ℎ的连续性,可取 𝑁 充分大使得当 𝑛 > 𝑁 时, 0 < 𝑥1 −𝑥(𝑛)
0 < Δ, 0 < 𝑥(𝑛)

2 −𝑥1 < Δ
仍成立且

ℎ(𝑥(𝑛)
0 , 𝑥1) + ℎ(𝑥1, 𝑥(𝑛)

2 ) < ℎ(𝑥(𝑛)
0 , 𝑥(𝑛)

1 ) + ℎ(𝑥(𝑛)
1 , 𝑥(𝑛)

2 ),

与 (𝑥(𝑛)
0 , 𝑥(𝑛)

1 , 𝑥(𝑛)
2 )的极小性矛盾. 𝑥∗

1−𝑥∗
0 < Δ, 𝑥∗

2−𝑥∗
1 = Δ与 𝑥∗

1−𝑥∗
0 < Δ, 𝑥∗

2−𝑥∗
1 <

Δ 的情况证明类似.

定理 5.2.1 的证明: 当 𝛼 = 𝑝/𝑞 ∈ (0, Δ/𝜎), 已说明存在极小的 Birkhoff 构型满足定理

5.2.1 的条件. 当 𝛼 ∈ (0, Δ/𝜎) 为无理数时, 取序列 {𝑝𝑛/𝑞𝑛}𝑛∈ℤ, {𝑥(𝑛)}𝑛∈ℤ 使得其满足

引理 5.2.4 的条件, 取引理 5.2.4 中的 𝛿. 定义

ℳ𝛿 = {𝑥 ∈ ℝℤ ∶ 𝑥 为极小平衡构型且 𝛿 ≤ 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 ≤ Δ}.

由引理 5.2.5 及命题 5.2.2, ℳ𝛿 为 ℝℤ 的一个闭子集且 𝑥(𝑛) ∈ ℳ𝛿. 不失一般性, 设

𝑥(𝑛)
0 ∈ [0, 1]. 由 𝑥(𝑛) ∈ ℳ𝛿, 则 𝑥𝑛

𝑖 包含在一个紧区间内, 故存在 {𝑥(𝑛)} 的子列使得
𝑥(𝑛) → 𝑥∗ ∈ ℳ𝛿. 根据引理 5.2.3, 引理 5.2.5, 以及 𝑥(𝑛) 为 Birkhoff 构型, 可得 𝑥∗ 为极

小的 Birkhoff 构型. 由 𝜌 的连续性, 𝜌(𝑥∗) = 𝛼. 故 𝑥∗ 即为所求序列. 由于 𝑥∗ 可作为一

个圆周同胚的轨道且此圆周同胚的旋转数是无理数, 由圆周映射的分类定理[112] 可知:

𝑥∗ 的闭包作为 ℝ/ℤ 的子集, 其可能为整个圆周也可能为一个 Cantor 集.

5.3 定理 5.2.1 在呼吸圆台球上的应用

将系统 (5–1) 的生成函数重新给出:

ℎ(𝑡0, 𝑡1) = 𝑅2(𝑡0) + 𝑅2(𝑡1) + 2√𝑅2(𝑡0)𝑅2(𝑡1) − 𝑐2(𝑡1 − 𝑡0)2

2(𝑡1 − 𝑡0)

+ 𝑐 arctan ( 𝑐(𝑡1 − 𝑡0)
√𝑅2(𝑡0)𝑅2(𝑡1) − 𝑐2(𝑡1 − 𝑡0)2 ),

通过直接计算, 当 𝑡1 − 𝑡0 充分小时有

ℎ(𝑡0, 𝑡1) = (𝑅(𝑡0) + 𝑅(𝑡1))2

2(𝑡1 − 𝑡0) + 𝑂((𝑡1 − 𝑡0)),

ℎ12(𝑡0, 𝑡1) = −(𝑅(𝑡0) + 𝑅(𝑡1))2

(𝑡1 − 𝑡0)3 + 𝑂( 1
(𝑡1 − 𝑡0)2 ).

(5–6)

由 ℎ 的表达式及 𝑅(𝑡) 是 𝐶1 类函数, ℎ12 存在且连续.
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所以当 𝑡1 − 𝑡0 充分小时, 条件 (A1)(A2) 可以满足. 但对于条件 (A3), 取 𝑘 = 1,

则当 𝑡1 − 𝑡0 充分小时有

2 min 𝑅(𝑡) − 𝑑(𝑡1 − 𝑡0)
𝑡1 − 𝑡0

≤ ℎ(𝑡0, 𝑡1) ≤ 2 max 𝑅(𝑡) + 𝑑(𝑡1 − 𝑡0)
𝑡1 − 𝑡0

,

其中 𝑑 为常量. 为了使 (A3) 在 𝑡1 − 𝑡0 充分小时成立, 需要作

max 𝑅(𝑡)
min 𝑅(𝑡) < 2

这样的假设.

为了克服这一问题, 作变换 𝒩 ∶ (𝑡0, 𝑡1) ↦ (𝜏0, 𝜏1)

𝜏0 = ∫
𝑡0

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠, 𝜏1 = ∫

𝑡1

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠.

这个时间尺度的变换在第四章中的 “停止墙壁” 变换中已出现. 若令

𝑇 = ∫
1

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠,

则有 𝑡0(𝜏0 + 𝑇 ) = 𝑡0(𝜏0) + 1, 𝑡1(𝜏1 + 𝑇 ) = 𝑡1(𝜏1) + 1. 根据上述定义, 对新坐标下的生

成函数有

𝐻(𝜏0, 𝜏1) ∶= ℎ(𝑡0(𝜏0), 𝑡1(𝜏1)), 𝐻(𝜏0 + 𝑇 , 𝜏1 + 𝑇 ) = 𝐻(𝜏0, 𝜏1).

可以看出, 𝐻 仍为 𝐶1 类的函数, 且 𝐻 的混合偏导数存在. 注意到, 如果 {𝜏𝑖}𝑖∈ℤ 为 𝐻
的平衡序列, 则

𝐻2(𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖) + 𝐻1(𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) = 𝑑𝑡𝑖
𝑑𝜏𝑖

ℎ2(𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖) + 𝑑𝑡𝑖
𝑑𝜏𝑖

ℎ1(𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1) = 0,

其中 𝑡𝑖 由 𝜏𝑖 = ∫𝑡𝑖
0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠 所定义. 由于 𝑑𝑡𝑖/𝑑𝜏𝑖 始终大于 0, 故 {𝑡𝑖}𝑖∈ℤ 为 ℎ 的平衡序

列.

引理 5.3.1. 令 𝒟 = {(𝑡0, 𝑡1) ∶ 0 < 𝑡1 − 𝑡0 ≤ 𝜉}, 则存在 𝜂 使得 {(𝜏0, 𝜏1) ∶ 0 < 𝜏1 − 𝜏0 ≤
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𝜂} ⊂ 𝒩(𝒟), 且当 𝜏1 − 𝜏0 充分小时, 有

𝐻(𝜏0, 𝜏1) = 2
(𝜏1 − 𝜏0) + 𝑂(1),

𝐻12(𝜏0, 𝜏1) = − 4
(𝜏1 − 𝜏0)3 + 𝑂((𝜏1 − 𝜏0)−2).

证明: 由定义,

𝑡1 − 𝑡0
max 𝑅2(𝑡) ≤ 𝜏1 − 𝜏0 = ∫

𝑡1

𝑡0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝑡1 − 𝑡0

min 𝑅2(𝑡) .

令 𝜂 = 𝜉/ min 𝑅2(𝑡), 则 {(𝜏0, 𝜏1) ∶ 0 < 𝜏1 − 𝜏0 ≤ 𝜂} ⊂ 𝒩(𝒟). 由于上式, 𝑂(𝑡1 − 𝑡0) ∼
𝑂(𝜏1 − 𝜏0). 利用 𝜏0, 𝜏1 的定义有

𝜏1 − 𝜏0 = ∫
𝑡0+𝑡1−𝑡0

𝑡0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑡1 − 𝑡0

𝑅2(𝑡0) + 𝑂((𝑡1 − 𝑡0)2),

故

𝑡1 − 𝑡0 = 𝑅2(𝑡0)(𝜏1 − 𝜏0) + 𝑂((𝜏1 − 𝜏0)2).

利用 (5–6), 可以得到

𝐻(𝜏0, 𝜏1) = (𝑅(𝑡0) + 𝑅(𝑡1))2

2(𝑡1 − 𝑡0) + 𝑂((𝑡1 − 𝑡0))

= 1
2

(𝑅(𝑡0) + 𝑅(𝑡0 + 𝑡1 − 𝑡0))2

𝑅2(𝑡0)(𝜏1 − 𝜏0) + 𝑂((𝜏1 − 𝜏0)2) + 𝑂((𝜏1 − 𝜏0))

= 2
(𝜏1 − 𝜏0) + 𝑂(1).

由于 𝐻12(𝜏0, 𝜏1) = ℎ12(𝑡0(𝜏0), 𝑡1(𝜏1))𝑡′
0(𝜏0)𝑡′

1(𝜏1), 利用 (5–6) 可以类似地得到

𝐻12(𝜏0, 𝜏1) = −(𝑅(𝑡0) + 𝑅(𝑡1))2

(𝑡1 − 𝑡0)3 ⋅ 𝑅2(𝑡0)𝑅2(𝑡1) + 𝑂( 1
(𝑡1 − 𝑡0)2 )

= − 4
(𝜏1 − 𝜏0)3 + 𝑂((𝜏1 − 𝜏0)−2).

定理 5.1.1 的证明: 由引理 5.3.1,存在常数 Δ̄ > 0使得当 0 < 𝜏1−𝜏0 ≤ Δ̄时, 𝐻(𝜏0, 𝜏1)
满足条件 (A1)(A2)(A3). 实际上, 此时周期性条件 (A1) 变为 𝐻(𝜏0 + 𝑇 , 𝜏1 + 𝑇 ) =
𝐻(𝜏0, 𝜏1). 由引理 5.3.1 中 𝐻12 的表达式, 当 𝜏1 − 𝜏0 充分小时 (A2) 成立. 取 𝑘 =
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1, 𝛼2 = 2 + 𝜖, 𝛼1 = 2 − 𝜖, 当 𝜏1 − 𝜏0 充分小, 𝜖 也可取得充分小使得 (A3) 成立. 因此,

根据定理 5.2.1, 存在常数 𝜂 > 0 使得对任意的 𝛼 ∈ (0, 𝜂) 都存在序列 {𝜏𝑖}𝑖∈ℤ 使得

(1) 0 < 𝜏𝑖+1 − 𝜏𝑖 ≤ Δ̄ 且 𝐻2(𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖) + 𝐻1(𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) = 0;

(2) lim𝑖→±∞ 𝜏𝑖/𝑖 = 𝑇 𝛼.

当 𝛼 = 𝑝/𝑞 为有理数时 (𝑝, 𝑞 为互素的整数), 𝜏𝑖+𝑞 = 𝜏𝑖 + 𝑝𝑇 对任意的 𝑖 ∈ ℤ 成立; 当

𝛼 为无理数, 集合 {𝜏𝑖 ∶ 𝑖 ∈ ℤ} 的闭包在圆周 ℝ/𝑇 ℤ 上可能为整个圆周, 也可能是一个

Cantor 集.

现在可以将上述结论返回到原来的时间 𝑡. 首先取 Δ̄ > 0 充分小使得当 0 < 𝜏1 −
𝜏0 ≤ Δ̄ 时, 0 < 𝑡1 − 𝑡0 ≤ 𝛿, 其中 𝛿 为定义 5.1.1 中的常数. 对于 𝛼 ∈ (0, 𝜂), 取序列
{𝑡𝑖}𝑖∈ℤ,其中 𝑡𝑖 由上述满足条件 (1)(2)的 𝜏𝑖 所确定, 𝜏𝑖 = ∫𝑡𝑖

0
1

𝑅2(𝑠)𝑑𝑠.由于 {𝜏𝑖 ∶ 𝑖 ∈ ℤ}
为 𝐻 的平衡序列, {𝑡𝑖}𝑖∈ℤ 为 ℎ 的平衡序列. 由 Δ̄ 的取法, 0 < 𝑡1 − 𝑡0 ≤ 𝛿. 下面我们验

证旋转数条件. 如果序列 {𝜏𝑖 ∶ 𝑖 ∈ ℤ} 的旋转数为 𝑇 𝛼, 那么相应的 {𝑡𝑖}𝑖∈ℤ 的旋转数为

𝛼. 实际上, 对充分大的 |𝑖| 有

|𝜏𝑖 − 𝑖𝑇 𝛼| ≤ 𝐶 ⇔ | ∫
𝑡𝑖

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠 − 𝛼 ∫

𝑖

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠| ≤ 𝐶

⇔ | ∫
𝑡𝑖

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠 − ∫

𝛼𝑖

0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠| ≤ 𝐶1 ⇔ |𝑡𝑖 − 𝛼𝑖| ≤ 𝐶2,

其中 𝐶, 𝐶1, 𝐶2为常数,且用到了以下事实:当 |𝑖|充分大,由𝑅(𝑡)的周期性, 𝛼 ∫𝑖
0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠

与 ∫𝛼𝑖
0

1
𝑅2(𝑠)𝑑𝑠 的差值是有限的. 当 𝛼 = 𝑝/𝑞 为有理数, 由 𝑡𝑖 的定义, 𝜏𝑖+𝑞 = 𝜏𝑖 + 𝑝𝑇 ⇔

𝑡𝑖+𝑞 = 𝑡𝑖 + 𝑝. 当 𝛼 为无理数, 由于映射 𝜏 ↦ 𝑡 为 ℝ/𝑇 ℤ 到 ℝ/ℤ 的一个微分同胚, 故集

合的拓扑性质是一致的. 证毕.

5.4 本章小结

本章首先考虑了给定相邻两次碰撞时间的边值问题, 而后通过定义生成函数, 将寻

求真实解的碰撞序列问题转变为了一个变分问题; 考虑到变分空间具有边界, 在对生成

函数的适当的假设下, 首先将周期极小构型限制在变分空间的内部, 然后利用周期极小

构型的保序性, 使用周期极小序列去逼近无理极小序列, 最终得到了此类小扭转情形下

的 Aubry-Mather 集. 最后, 对呼吸圆台球的时间作适当的处理, 使得系统的生成函数

满足先前一般理论所作的假设, 而这意味着呼吸圆台球的 Aubry-Mather 集的存在性.
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第 六 章 干摩擦振子的相位映射与正不变环面

6.1 引言

前几章考虑的问题都属于碰撞 Hamilton 系统的范畴, 用 KAM 理论证明了不变

环面的存在性. 本章考虑在实际的工程应用中常见的系统: 带有干摩擦力的强迫振动系

统, 此类系统属于 Filippov 系统[34], 此类系统最大的特点是轨线可能在分段定义的矢

量场之间的超平面上滑移, 轨线往往只能正向定义, 而负向轨线可能是不唯一的, 这导

致了许多复杂的动力学现象. 前人对这类系统的研究大多数集中在周期轨道的 Floquet

理论[26], 周期轨道的非光滑分岔[55, 61, 86], 以及数值计算[36–38, 51, 55, 87, 91]. 本章在合适

的假设下证明系统正不变环面的存在性, 即正向不变环面的存在性.

研究此类系统有一个十分重要的截面映射, 称为相位映射 (phase map). 与通常的

单自由度强迫系统不同, 取某个截面得到的相位映射是一个圆周上的映射而非柱面上

的映射. 由于在滑移轨道附近, 系统本质上是 2 维系统而非 3 维系统, 取合适的截面即

得到了一个一维映射, 相位映射的轨道即轨线按某个规则滑出滑移面的时间序列. 文献

[87] 首先在数值上引入了这一个映射, 而后又有许多学者利用此映射研究了干摩擦系

统复杂的动力学现象, 如周期解的反倍化分岔, 共振时出现的魔鬼阶梯[55], 干摩擦系统

鞍点不稳定集的数值计算[38] 等等.

本章首先给出相位映射的严格定义, 在合适的条件下证明了当外激励较小时相位

映射为圆周平移的一个光滑扰动, 这解释了文献 [55] 中数值计算的魔鬼阶梯现象. 利用

拓扑的粘接方法, 证明了系统正不变环面的存在性. 当外激励较小时, 利用 KAM 理论,

说明了在相当大的概率下, 相位映射光滑共轭与一个圆周上的无理平移, 且系统的轨线

在正不变环面上是处处稠密的. 本章还在数值上讨论了当外激励扰动过大时系统正不

变环面的破坏机理.

6.2 干摩擦振子模型, 相位映射与本章主要结果

考虑由图 6-1 所描述的力学系统:

̇𝑥 =𝑦,

̇𝑦 = − 𝑐𝑦 − 𝑘𝑥 + 𝐹(𝑦 − 𝑣𝑠) + 𝜖𝑓(𝑡),
(6–1)

其中 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑘, 𝑐 > 0 为常数, 𝑓 为 𝐶𝑟 (𝑟 ≥ 1) 类的 𝑇 -周期函数, 𝜖 为一个小参数,
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图 6-1 带有干摩擦力的振子.

𝑣𝑠 > 0 为皮带轮的速度. 干摩擦力 𝐹 ∶ ℝ\{0} → ℝ 定义为:

𝐹(𝑥) = −𝐴 sgn(𝑥)( 𝛼
1 + 𝛾|𝑥| + 𝜆 + 𝜂𝑥2),

其中 𝛼, 𝛾, 𝜆, 𝜂, 𝐴 > 0 都为常数, sgn 为符号函数. 令

±𝐹0 = lim
𝑥→0∓

𝐹(𝑥) = ±𝐴(𝛼 + 𝜆).

图 6-2 给出了 𝐹 的函数图像 (参数在本节末尾给出). 文献 [37] 解释了 𝐹 中参数的物
理意义.

-6 -4 -2 0 2 4 6
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x

F(x)

图 6-2 摩擦力函数 𝐹 的图像.

首先, 将系统 (6–1) 扩充到扩展相空间 ℝ2 × 𝑆1:

̇𝑥 =𝑦,

̇𝑦 = − 𝑐𝑦 − 𝑘𝑥 + 𝐹(𝑦 − 𝑣𝑠) + 𝜖𝑓(𝜃),
̇𝜃 =1,

(6–2)



第 94 页 西南交通大学博士研究生学位论文

本章中 𝑆1 = ℝ/𝑇 ℤ. 令 𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝜃), 𝐻(𝑋) = 𝑦 − 𝑣𝑠. 由 𝑣𝑠 为一个固定常数, 在滑移

面

{𝑋 ∶ 𝐻(𝑋) = 0}

上, 将 𝑋̄ = (𝑥, 𝜃) 与 (𝑥, 𝑣𝑠, 𝜃) 等同. 滑移面上的矢量场为

̇𝑥 =𝑣𝑠,
̇𝜃 =1.

(6–3)

定义滑移面上的函数

𝑀(𝑋̄) = −𝑘𝑥 − 𝑐𝑣𝑠 + 𝐹0 + 𝜖𝑓(𝜃).

由 𝑀 的定义, 集合 {𝑋̄ ∶ 𝑀 = 0} 描述了最大的正向静摩擦力与其它力平衡的条件. 当

轨线过了这一集合后将会进入到区域 {𝑋 ∶ 𝐻 < 0}. 由于 𝑀 = 0 意味着

𝑥 = 1
𝑘(−𝑐𝑣𝑠 + 𝐹0 + 𝜖𝑓(𝜃)),

故 {𝑋̄ ∶ 𝑀 = 0} 作为一个由 𝑆1 到 ℝ 的函数图像. 因此集合 {𝑋̄ ∶ 𝑀 = 0} 同胚于 𝑆1

并且可选取 𝜃 作为此集合的坐标. 用新的记号 𝑆𝜖 代表集合 {𝑋̄ ∶ 𝑀(𝑥, 𝜃, 𝜖) = 0}, 并使

用 𝜃 作为集合 𝑆𝜖 的坐标. 有了这些准备以后, 相位映射即可以严格定义了. 称在系统

(6–2) 的流下的首次回归映射

ℜ𝜖 ∶ 𝑆𝜖 → 𝑆𝜖

为相位映射 (由于集合 𝑆𝜖 的坐标正好就是外激励的相位, 故称之). 根据定义, 相位映

射的轨道即轨线由滑移面进入到区域 {𝑋 ∶ 𝐻 < 0} 的时间序列.

一般地, 相位映射 ℜ𝜖 可能不连续甚至在某些 𝑆𝜖 的点上无法定义. 因此, 需要限制

在某些条件下讨论相位映射的性质. 系统 (6–1) 的一条周期轨道称作是滑移周期轨道,

如果该周期轨道与 {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑦 = 𝑣𝑠} 的交至少是一个线段. 本章假设如下:

H. 当 𝜖 = 0 时, 系统 (6–1) 在区域 {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑦 − 𝑣𝑠 ≤ 0} 存在一条滑移周期轨道, 且以

下横截性条件成立:

0 < −𝑐𝑣𝑠 − 𝑘𝑥1 + 𝐹0 < 2𝐹0, (6–4)

其中 𝑥1 是周期轨道进入滑移面的位置坐标.

这里不讨论如何证明滑移周期轨道的存在性. 至少从数值上, 假设 H 在通常的参

数下是成立的, 见本节末尾. 条件 (6–4) 是为了保证轨线从 {𝑋 ∶ 𝐻 < 0} 横截地进入滑
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移面而又不穿过滑移面. 对于充分小的 𝜖, 我们将证明相位映射是一个定义完好的光滑
圆周同胚.

下面引入一些必要的记号, 并叙述结果. 令 𝜙(𝑡, 𝑋, 𝜖) 为区域 {𝑋 ∶ 𝐻 < 0} 中矢量
场的以

𝑥(0) = 𝑥, 𝑦(0) = 𝑦, 𝜃(0) = 𝜃.

为初值的解. 令 𝜙𝑠(𝑡, 𝑋̄) 为在滑移面 {𝑋 ∶ 𝐻(𝑋) = 0} 上的以初值

𝑥(0) = 𝑥, 𝜃(0) = 𝜃

的解. 令 ℎ ∶ 𝑆1 × ℝ → ℝ2 × 𝑆1 定义为

ℎ(𝜃, 𝜖) = (1
𝑘(−𝑐𝑣𝑠 + 𝐹0 + 𝜖𝑓(𝜃)), 𝑣𝑠, 𝜃).

注意到 {ℎ(𝜃, 𝜖) ∶ 𝜃 ∈ 𝑆1} = 𝑆𝜖, 且一条轨道离开滑移面并进入到区域 {𝑋 ∶ 𝐻(𝑋) < 0}
应满足

( ̄𝑥, 𝑣𝑠, 𝜃) = ℎ(𝜃, 𝜖),

其中 ( ̄𝑥, 𝑣𝑠, 𝜃) 是轨线滑出时的状态.

在假设 H 下, 存在 𝑡(1)(𝜃, 𝜖), 𝑡(2)(𝜃, 𝜖) 使得

𝜙(𝑡(1)(𝜃, 𝜖), ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖) = (𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝑣𝑠, 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖))

𝜙𝑠(𝑡(2)(𝜃, 𝜖), 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) ∈ 𝑆𝜖,

𝑡(1), 𝑡(2) 的存在性见下节. 图 6-3 给出了这些记号的几何意义. 定义以下集合

𝔗(1)
𝜖 ∶= ⋃

𝜃∈𝑆1
⋃

𝜏∈[0,𝑡(1)(𝜃,𝜖)]
𝜙(𝜏, ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖),

𝔗(2)
𝜖 ∶= ⋃

𝜃∈𝑆1
⋃

𝜏∈[0,𝑡(2)(𝜃,𝜖)]
𝜙𝑠(𝜏, 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)),

𝔗𝜖 ∶=𝔗(1)
𝜖 ∪ 𝔗(2)

𝜖 .
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图 6-3 扩展相空间中标注的主要记号.

以下定理为本章主要结论

定理 6.2.1. 在假设 H 下, 存在常数 𝜖0 > 0 使得当 |𝜖| < 𝜖0 时, 相位映射 ℜ𝜖 为 𝐶𝑟 类

的函数, 且有

ℜ𝜖(𝜃) = 𝜃 + 𝑇0 + 𝑔(𝜃, 𝜖), (mod 𝑇 ), (6–5)

其中 𝑇0 为假设 H 中周期轨道的周期, 𝑔(𝜃, 𝜖) = 𝑂(𝜖) 是 𝐶𝑟 类的关于 𝜃 的周期 𝑇 函
数.

定理 6.2.2. 令 𝒪 为假设 H 中周期轨道. 在假设 H 下, 当 𝜖 充分小时, 存在同胚

𝐼𝜖 ∶ 𝔗𝜖 → 𝒪 × 𝑆1. 环面 𝔗𝜖 是正向不变的, 且当 𝜖 → 0 时同胚 𝐼𝜖 趋近于恒同映射.

下面在数值上给出相位映射的一个直观展示. 以下参数取自文献 [38]:

𝑘 = 1, 𝑐 = 0.2, 𝑣𝑠 = 1,

𝐴 = 10, 𝛼 = 0.3, 𝛾 = 3, 𝜆 = 0.1, 𝜂 = 0.01.

在本章中的数值计算中, 这些参数总是固定的. 图 6-4 给出了当 𝜖 = 0 时系统 (6–1)

的一条滑移周期轨道. 当 𝑀(𝑥, 𝜃, 0) = 0, 𝑥 是一个不依赖于 𝜃 的常数. 此时我们有

ℜ0(𝜃) = 𝜃 + 𝑇0(mod 𝑇 ). 令 𝑓(𝑡) = cos(𝜔𝑡), 𝜔 = 1.067. 当 𝜖 = 0, 𝜖 = 0.2 时相位映射在
扩展相空间中的示意图如图 6-5 所示. 数值上作出了当 𝜖 = 0.2 时相位映射的图像, 见

图 6-6.
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图 6-4 𝜖 = 0 时系统 (6–1) 的滑移周期轨道.

(a) 𝜖 = 0 (b) 𝜖 = 0.2

图 6-5 相位映射在扩展相空间中的示意图.

图 6-6 𝜖 = 0.2 时相位映射 ℜ𝜖 的图像.
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6.3 定理 6.2.1 与定理 6.2.2 的证明

沿用上一节所用到的记号.

定理 6.2.1 的证明. 取初值 ℎ(𝜃, 𝜖) 即轨道从集合 𝑆𝜖 上的 𝜃 点出发. 由假设 H, 存在

𝑡1 > 0 使得对任意的 𝜃 ∈ 𝑆1 都有

𝐻(𝜙(𝑡1, 1
𝑘(−𝑐𝑣𝑠 + 𝐹0), 𝑣𝑠, 𝜃, 0)) = 0,

即

𝐻(𝜙(𝑡, ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖))|𝜖=0,𝑡=𝑡1 = 0.

并且, 由假设 H 以及条件 (6–4), 直接计算可得

𝜕
𝜕𝑡𝐻(𝜙(𝑡, ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖))|𝜖=0,𝑡=𝑡1 =⟨∇𝐻(𝜙(𝑡1, ℎ(𝜃, 0), 0)), 𝜕

𝜕𝑡𝜙(𝑡1, ℎ(𝜃, 0), 0)⟩

= − 𝑐𝑣𝑠 − 𝑘𝑥1 + 𝐹0 ≠ 0, ∀𝜃 ∈ 𝑆1.

故根据隐函数定理, 存在常数 ̃𝜖0 > 0 及函数 𝑡(1) ∶ 𝑆1 × (− ̃𝜖0, ̃𝜖0) → ℝ, 使得对 (𝜃, 𝜖) ∈
𝑆1 × (− ̃𝜖0, ̃𝜖0), 有

𝑡(1)(𝜃, 0) = 𝑡1 且 𝐻(𝜙(𝑡(1)(𝜃, 𝜖), ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖)) = 0.

对 𝜙(𝑡, ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖) 与 𝜙(𝑡, ℎ(𝜃, 0), 0) 的距离, 利用解对初值的依赖性可得

𝜙(𝑡(1)(𝜃, 𝜖), ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖) − 𝜙(𝑡(1)(𝜃, 0), ℎ(𝜃, 0), 0) = 𝜖𝜕𝜙
𝜕𝑡 (𝑡1, ℎ(𝜃, 0), 0)𝜕𝑡(1)

𝜕𝜖 (𝜃, 0) + 𝑜(𝜖)

+ 𝜖 𝜕𝜙
𝜕𝑋 (𝑡1, ℎ(𝜃, 0), 0)𝜕ℎ

𝜕𝜖 (𝜃, 0) + 𝑜(𝜖) + 𝜖𝜕𝜙
𝜕𝜖 (𝑡1, ℎ(𝜃, 0), 0) + 𝑜(𝜖). (6–6)

由式 (6–4),(6–6), 当 |𝜖| 充分小时有

0 < −𝑘𝑥(1)(𝜃, 𝜖) − 𝑐𝑣𝑠 + 𝐹0 + 𝜖𝑓(𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) < 2𝐹0,

其中 𝑥(1)(𝜃, 𝜖) 是 𝜙(𝑡(1)(𝜃, 𝜖), ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖) 的第二个坐标, 𝑥(1)(𝜃, 0) = 𝑥1. 因此, 轨线到达

滑移面时无法穿过滑移面.

令 𝜙(𝑡(1)(𝜃, 0), ℎ(𝜃, 0), 0) = (𝑥1, 𝑣𝑠, 𝜃1). 注意到有 𝜃1 = 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 0) = 𝜃 + 𝑡1 (mod
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𝑇 ). 取投射 Π(𝑥, 𝑦, 𝜃) = (𝑥, 𝜃). 那么有

Π(𝜙(𝑡(1)(𝜃, 𝜖), ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖)) = (𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)).

令 𝑡2 为满足下列条件的时间:

𝑀(𝜙𝑠(𝑡2, 𝑥1, 𝜃1), 0) = 0, ∀𝜃 ∈ 𝑆1,

即

𝑀(𝜙𝑠(𝑡, 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)), 𝜖)|𝑡=𝑡2,𝜖=0 = 0, ∀𝜃 ∈ 𝑆1.

由假设 H, 有

𝑡1 + 𝑡2 = 𝑇0 且 𝜙𝑠(𝑡2, 𝑥(1)(𝜃, 0), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 0)) = (1
𝑘(−𝑐𝑣𝑠 + 𝐹0), 𝜃 + 𝑇0). (6–7)

直接计算可知

𝜕
𝜕𝑡𝑀(𝜙𝑠(𝑡, 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)), 𝜖))), 𝜖)|𝑡=𝑡2,𝜖=0 =

𝜕𝑀
𝜕𝑋̄ (1

𝑘(−𝑐𝑣𝑠 + 𝐹0), 𝜃 + 𝑇0, 0)𝜕𝜙𝑠
𝜕𝑡 (𝑡2, 𝑥1, 𝜃 + 𝑡1) = (−𝑘, 0) ⋅ (𝑣𝑠, 1) = −𝑘𝑣𝑠 ≠ 0.

因此根据隐函数定理, 存在常数 𝜖0 > 0 及函数 𝑡(2) ∶ 𝑆1 × (−𝜖0, 𝜖0) → ℝ, 使得对

(𝜃, 𝜖) ∈ 𝑆1 × (−𝜖0, 𝜖0) 有

𝑀(𝜙𝑠(𝑡(2)(𝜃, 𝜖), 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)), 𝜖))), 𝜖) = 0.

因此相位映射 ℜ𝜖 对充分小的 |𝜖| 就定义好了, 且有

ℜ𝜖(𝜃) = 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖) + 𝑡(2)(𝜃, 𝜖).

根据隐函数定理, 𝑡(1)(𝜃, 𝜖), 𝑡(2)(𝜃, 𝜖) 的光滑性与外激励 𝑓 的光滑性一致, 且有

𝑡(1)(𝜃, 𝜖) + 𝑡(2)(𝜃, 𝜖) = 𝑡1 + 𝑡2 + 𝜖𝜕𝑡(2)

𝜕𝜖 (𝜃, 0) + 𝜖𝜕𝑡(1)

𝜕𝜖 (𝜃, 0) + 𝑜(𝜖).

令

𝑔(𝜃, 𝜖) = 𝑡(1)(𝜃, 𝜖) + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖) − 𝑇0 = 𝜖𝜕𝑡(2)

𝜕𝜖 (𝜃, 0) + 𝜖𝜕𝑡(1)

𝜕𝜖 (𝜃, 0) + 𝑜(𝜖),
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定理得证.

一般情况下, 滑移轨道的负向是不唯一的, 因此对滑移轨道只能定义正不变集. 我

们已经说明相空间存在一个圆周使得当 |𝜖| 较小时, 其上的首次回归映射定义完好. 一

个自然的问题是如何证明扩展相空间中正不变环面的存在性. 下面考虑这一问题. 曲面

𝔗(1)
𝜖 ,𝔗(2)

𝜖 (见上一节中的定义) 都为柱面. 实际上, 𝔗(1)
𝜖 ,𝔗(2)

𝜖 可以参数化, 参数化映射

𝑃 (1)
𝜖 ∶ 𝑆1 × [0, 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)] → 𝔗(1)

𝜖 自然地定义为

𝑃 (1)
𝜖 (𝜃, 𝜏) → 𝜙(𝜏, ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖).

可证明 𝑃 (1)
𝜖 为一个同胚. 映射 𝑃 (2)

𝜖 ∶ 𝑆1 × [0, 𝑡(2)(𝜃, 𝜖)] → 𝔗(2)
𝜖 也可以类似地定义. 因

此, 𝔗(1)
𝜖 ,𝔗(2)

𝜖 都为扩展相空间中的柱面. 一个自然地想法是, 通过粘接这两个柱面得到

一个环面. 首先, 我们需要如下粘接引理

引理 6.3.1. 令 𝑋, 𝑌 为度量空间, 且 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵, 𝑌 = 𝐶 ∪ 𝐷, 其中 𝐴 与 𝐵, 𝐶 与 𝐷
分别为空间 𝑋, 𝑌 的闭子集. 假设

𝐴 ∩ 𝐵 = 𝜕𝐴 = 𝜕𝐵, 𝐶 ∩ 𝐷 = 𝜕𝐶 = 𝜕𝐷.

且存在同胚 𝐺1 ∶ 𝐴 → 𝐶, 𝐺2 ∶ 𝐵 → 𝐷 使得

𝐺1|𝜕𝐴 = 𝐺2|𝜕𝐵.

令映射 𝐺 定义为

𝐺(𝑥) =
⎧{{
⎨{{⎩

𝐺1(𝑥), 如果 𝑥 ∈ 𝐴\𝜕𝐴,
𝐺2(𝑥), 如果 𝑥 ∈ 𝐵\𝜕𝐵,

𝐺1(𝑥)(𝐺2(𝑥)), 如果 𝑥 ∈ 𝜕𝐴(𝜕𝐵).

则 𝐺 ∶ 𝑋 → 𝑌 是一个同胚.

证明: 由假设, 映射 𝐺 定义完好且其是双射. 由 𝐺 的定义, 只需要证明 𝐺 与 𝐺−1 分别

在集合 𝐴 以及 𝐶 的边界上连续即可. 取 𝑥 ∈ 𝜕𝐴. 由 𝐺1, 𝐺2 的连续性, 对任意的 𝜖 > 0,

存在常数 𝛿1, 𝛿2 > 0 使得当 𝑑𝑋(𝑥, 𝑦1) < 𝛿1, 𝑑𝑋(𝑥, 𝑦2) < 𝛿2 时

𝑑𝑌 (𝐺1(𝑥), 𝐺1(𝑦1)) < 𝜖, 𝑑𝑌 (𝐺2(𝑥), 𝐺2(𝑦2)) < 𝜖,
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其中 𝑦1 ∈ 𝐴, 𝑦2 ∈ 𝐵, 𝑑𝑋(⋅, ⋅), 𝑑𝑌 (⋅, ⋅) 分别为度量空间 𝑋, 𝑌 的距离. 取 0 < 𝛿 <
min(𝛿1, 𝛿2) 即可说明 𝐺 在 𝜕𝐴 上是连续的. 类似地, 也可证明 𝐺−1 在 𝜕𝐶 上是连续的.

证毕.

我们还需要以下事实.

引理 6.3.2. 设函数 𝑔1, 𝑔2, 𝑚 ∶ ℝ → ℝ都为连续函数,且对任意的 𝑥 ∈ ℝ, 𝑔2(𝑥) > 𝑔1(𝑥),
函数 𝑚 严格单调递增. 那么所有由点 (𝑥, 𝑔1(𝑥)), (𝑚(𝑥), 𝑔2(𝑚(𝑥))) 所连接的线段互不
相交.

引理 6.3.3. 在曲线 {(𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) ∶ 𝜃 ∈ 𝑆1} 与 {ℎ(𝜃, 𝜖) ∶ 𝜃 ∈ 𝑆1} 之间存在
矢量场 (𝑣𝑠 + 𝑂(𝜖), 1 + 𝑂(𝜖)), 使得

𝜙𝑠,𝜖(𝑡(2)(𝜃, 𝜖), 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) = ℎ(𝜃 + 𝑇0, 𝜖),

其中 𝜙𝑠,𝜖 是矢量场 (𝑣𝑠 + 𝑂(𝜖), 1 + 𝑂(𝜖)) 的流. 且以下等式成立:

𝔗(2)
𝜖 = ⋃

𝜃∈𝑆1
⋃

𝜏∈[0,𝑡(2)(𝜃,𝜖)]
𝜙𝑠(𝜏, 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖))

= ⋃
𝜃∈𝑆1

⋃
𝜏∈[0,𝑡(2)(𝜃,𝜖)]

𝜙𝑠,𝜖(𝜏, 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)). (6–8)

证明: 为了在曲线 {(𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) ∶ 𝜃 ∈ 𝑆1} 与 {ℎ(𝜃, 𝜖) ∶ 𝜃 ∈ 𝑆1} 之间定义矢
量场, 用直线连接两点:

(𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) 与 ℎ(𝜃 + 𝑇0, 𝜖).

令

̄𝜃(𝜃) = 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖) = 𝜃 + 𝑡1 + 𝑂(𝜖).

将函数 ̄𝜃 的逆定义为 𝜃(⋅). 注意到

𝑥(1)(𝜃( ̄𝜃)) < 1
𝑘(−𝑐𝑣𝑠 + 𝐹0 + 𝜖𝑓(𝜃( ̄𝜃)))

且 𝜃( ̄𝜃) + 𝑇0 对于小的 |𝜖| 是严格递增的. 由引理 6.3.2, 由点 (𝑥(1)(𝜃( ̄𝜃), 𝜖), ̄𝜃),ℎ(𝜃( ̄𝜃) +
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𝑇0, 𝜖) 连接的直线段互不相交. 对每个点 (𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) 赋予矢量

1
𝑡(2)(𝜃, 𝜖)(𝑥(2)(𝜃 + 𝑇0, 𝜖) − 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑇0 − (𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖))) = (𝑣𝑠 + 𝑂(𝜖), 1 + 𝑂(𝜖)),

其中 𝑥(2)(𝜃+𝑇0, 𝜖)为 ℎ(𝜃+𝑇0, 𝜖)的第二个坐标.在点 (𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃+𝑡(1)(𝜃, 𝜖)),ℎ(𝜃+𝑇0, 𝜖)
连接的直线上, 赋予直线上的点与 (𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) 相同的矢量. 由于这些直线

不相交, 这样的矢量场定义完好, 且有

𝜙𝑠,𝜖(𝑡(2)(𝜃, 𝜖), 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) = ℎ(𝜃 + 𝑇0, 𝜖).

由于我们只改变了两条曲线之间直线的连接方式, 等式 (6–8) 成立.

定理 6.2.2 的证明. 由于相位映射定义完好, 集合 𝔗𝜖 是正不变的. 下面说明同胚 𝐼𝜖 的

存在性. 以如下方式定义映射 𝐼(1)
𝜖 ∶ 𝔗(1)

𝜖 → 𝔗(1)
0 :

𝜙(𝜏, ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖) → 𝜙( 𝑡1
𝑡(1)(𝜃, 𝜖)𝜏, ℎ(𝜃, 0), 0), 𝜏 ∈ [0, 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)].

由于 𝑡(1)(𝜃, 𝜖) 接近于 𝑡1, 而 𝑡1 非零, 故以上定义有意义. 由解对初值的可微性, 有

𝜙(𝜏, ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖)−𝜙( 𝑡1
𝑡(1)(𝜃, 𝜖)𝜏, ℎ(𝜃, 0), 0) = 𝜕𝜙

𝜕𝑡 (𝜏, ℎ(𝜃, 0))(𝜏 −𝜏(1+𝜖 1
𝑡1

𝜕𝑡
𝜕𝜖(𝜃, 0)+𝑜(𝜖)))

+ 𝜖 𝜕𝜙
𝜕𝑋 (𝜏, ℎ(𝜃, 0), 0)𝜕ℎ

𝜕𝜖 (𝜃, 0) + 𝜖𝜕𝜙
𝜕𝜖 (𝜏, ℎ(𝜃, 0), 0) + 𝑜(𝜖).

由于𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝜃),𝑋̄ = (𝑥, 𝜃),及 𝜏 ∈ [0, 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)]是有界的,我们有 𝐼(1)
𝜖 (𝑋) = 𝑋+𝑂(𝜖),

故 𝐼(1)
𝜖 为一个同胚. 令 𝐼(2)

𝜖 ∶ 𝔗(2)
𝜖 → 𝔗(2)

0 定义为

𝜙𝑠,𝜖(𝜏, 𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝜃+𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) → 𝜙𝑠( 𝑡2
𝑡(2)(𝜃, 𝜖)𝜏, 𝑥(1)(𝜃, 0), 𝜃+𝑡(1)(𝜃, 0)), 𝜏 ∈ [0, 𝑡(2)(𝜃, 𝜖)),

其中 𝜙𝑠,𝜖 是引理 6.3.3 中矢量场的流. 类似地, 可证明 𝐼(2)
𝜖 (𝑋̄) = 𝑋̄ + 𝑂(𝜖).

由集合 𝔗(1)
𝜖 ,𝔗(2)

𝜖 的定义, 我们有

𝜕𝔗(1)
𝜖 = 𝜕𝔗(2)

𝜖 , 𝜕𝔗(1)
0 = 𝜕𝔗(2)

0 .

并且, 𝐼(1)
𝜖 ,𝐼(2)

𝜖 在边界 𝜕𝔗(1)
𝜖 = 𝜕𝔗(2)

𝜖 是等同的. 实际上, 由 𝐼(1)
𝜖 ,𝐼(2)

𝜖 的定义以及引理
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6.3.3, 我们有

𝐼(1)
𝜖 (ℎ(𝜃, 𝜖)) = ℎ(𝜃, 0), 𝐼(1)

𝜖 (𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝑣𝑠, 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) = (𝑥1, 𝑣𝑠, 𝜃 + 𝑡1),

𝐼(2)
𝜖 (ℎ(𝜃 + 𝑇0, 𝜖)) = ℎ(𝜃 + 𝑇0, 0), 𝐼(2)

𝜖 (𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝑣𝑠, 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) = (𝑥1, 𝑣𝑠, 𝜃 + 𝑡1).

因此, 根据引理 6.3.1, 由以下给出的映射 𝐼𝜖 ∶ 𝔗𝜖 → 𝔗0

𝐼𝜖(𝑋) =
⎧{{
⎨{{⎩

𝐼(1)
𝜖 (𝑋), 如果 𝑋 ∈ 𝔗(1)

𝜖 \𝜕𝔗(1)
𝜖

𝐼(2)
𝜖 (𝑋), 如果 𝑋 ∈ 𝔗(2)

𝜖 \𝜕𝔗(2)
𝜖

𝐼(1)
𝜖 (𝑋) = 𝐼(2)

𝜖 (𝑋), 如果 𝑋 ∈ 𝜕𝔗(1)
𝜖 = 𝜕𝔗(2)

𝜖

是一个同胚. 由 𝐼(1)
𝜖 ,𝐼(2)

𝜖 的定义, 当 𝜖 → 0 时 𝐼𝜖 趋近于一个恒同映射.

6.4 正不变环面上的动力学

本节讨论环面 𝔗𝜖 上的动力学. 本节所用到的主要为保向圆周同胚理论, 可参见

[105, 112]. 当 |𝜖| 较小时, 若相位映射 ℜ𝜖 的旋转数是有理数, 则映射 ℜ𝜖 的 (𝑝, 𝑞) 周期
轨道的存在性意味着原系统 (6–2) 次谐滑移周期轨道的存在性. 如果 ℜ𝜖 的旋转数是无

理数, 这里假设外激励的光滑阶数 𝑟 ≥ 2, 那么由 Donjoy 定理[112], ℜ𝜖 拓扑共轭与一个

无理平移. 下面我们说明在这种情况下, 系统 (6–2) 的轨道在 𝔗𝜖 上处处稠密.

引理 6.4.1. 当 |𝜖| 充分小, 流限制在环面 𝔗𝜖 是完全的且其对初值具有连续依赖性.

证明: 将在 𝔗𝜖 上的流记为 Φ(𝑡, 𝑋, 𝜖). 由 𝔗𝜖 的定义以及相位映射是定义完好的首次回

归映射, 正向流是定义完好的. 我们可以取映射 ℜ𝜖 的逆使得负向流也是定义完好的.

若 𝑋 ∈ 𝔗(1)
𝜖 且有 𝑋 = 𝜙(𝜏, ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖), 则负向流可定义如下:

Φ(−𝑡, 𝑋, 𝜖) = 𝜙(𝜏 − 𝑡, ℎ(𝜃, 𝜖), 𝜖) 当 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏;

Φ(−𝑡, 𝑋, 𝜖) = 𝜙𝑠(𝑡(2)(𝜃, 𝜖) − 𝑡 + 𝜏, Π(𝜙(𝑡(1)(ℜ−1
𝜖 (𝜃), 𝜖), ℎ(ℜ−1

𝜖 (𝜃), 𝜖), 𝜖)))

当 𝜏 < 𝑡 ≤ 𝑡(2)(𝜃, 𝜖) + 𝜏;

Φ(−𝑡, 𝑋, 𝜖) = 𝜙(𝑡(1)(𝜃, 𝜖) + 𝜏 + 𝑡(2)(𝜃, 𝜖) − 𝑡, ℎ(ℜ−1
𝜖 (𝜃), 𝜖), 𝜖)

当 𝑡(2)(𝜃, 𝜖) + 𝜏 < 𝑡 ≤ 𝑡(2)(𝜃, 𝜖) + 𝜏 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖);

⋮

由于 ℜ𝜖 是同胚, Φ(−𝑡, 𝑋, 𝜖) 的定义是唯一的. 类似地, 也可定义 𝑋 ∈ 𝔗(2)
𝜖 的负向流.
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由于在 𝔗(1)
𝜖 , 𝔗(2)

𝜖 上矢量场都是光滑的, 且轨线到达边界时总是横截地穿过去, 流对初

值具有连续依赖性.

命题 6.4.1. 在假设 H 下, 若 |𝜖| 充分小且 ℜ𝜖 拓扑共轭与一个无理平移, 那么系统

(6–2) 的所有轨道在环面 𝔗𝜖 上都是稠密的.

证明: 假设不成立. 那么存在一个开集 𝑈 以及一条轨道 𝛾 使得 𝛾 与 𝑈 的交集为空. 不

失一般性, 假设 𝑈 ⊂ 𝔗(1)
𝜖 . 取 𝑈 中一点 𝑋∗. 令 𝛿 > 0 为 𝑋∗ 点处一个开球的半径, 此开

球在 𝑈 中. 由集合 𝔗(1)
𝜖 的定义, 存在 𝑋 ∈ 𝑆𝜖, 𝑡 使得点 𝑋 经过时间 𝑡 后到达 𝑋∗. 由假

设, 𝛾 与集合 𝑆𝜖 有稠密的交点. 故根据解对初值的连续依赖性, 可取 𝛾 与 𝑆𝜖 的一个交

点 𝑋1, 𝑋 与 𝑋1 的距离充分小使得从点 𝑋, 𝑋1 出发的解在还未到达 𝔗(2)
𝜖 时, 其距离

总小于 𝛿. 这与 𝛾 ∩ 𝑈 = ∅ 矛盾.

虽然已经得到了相位映射的一些定性信息, 但实际上很难去判断一个圆周平移的

小扰动的旋转数到底是无理数还是有理数. 然而, 基于 KAM 理论中的圆周映射定理,

可从直觉上得到一些定性信息. 为此, 我们来探究外激励的频率对不变环面上动力

学的影响. 由于频率变化时圆周 𝑆𝜖 的周期也是变化的, 首先固定圆周的周期. 不妨设

𝑓(𝑡) = 𝑚(𝜔𝑡), 其中 𝜔 为参数, 𝑚 是一个 𝐶𝑟 类的周期函数, 其周期为 2𝜋. 此时 𝑓 的周
期为 2𝜋/𝜔. 令

ℜ𝜖,𝜔(𝜃) = 𝜔ℜ𝜖(
𝜃
𝜔) = 𝜃 + 𝜔𝑇0 + 𝜔𝑔( 𝜃

𝜔, 𝜖), mod 2𝜋. (6–9)

可以看到, 当 𝜖 固定, 外激励的频率对圆周映射的扰动是有影响的. 以下的定理[5], 可以

说明, 当 𝜔 在某个固定的区间 [𝜔0, 𝜔1], 而 𝜖 较小且 𝑓 足够光滑, 则对此区间上大部分

的频率, 相位映射光滑共轭于一个无理平移.

定理 6.4.1. 对充分光滑的映射

𝑔(𝜃) = 𝜃 + 𝑎 + 𝛿𝛼(𝜃, 𝛿), mod 2𝜋,

𝑔 不能光滑共轭于一个无理平移的参数 (𝑎, 𝛿) 在 [0, 2𝜋] × [0, 𝛿0] 的测度随着 𝛿0 → 0 而
趋于 0, 其中 𝛼(𝜃, 𝛿) 是一个充分光滑的函数, 𝛼 关于 𝜃 是 2𝜋 周期的.

6.5 共振, 魔鬼阶梯及环面的破坏

本节用数值方法研究系统 (6–2) 的动力学.
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由定理 6.2.1 中的公式 (6–5) 以及 (6–9), 当 𝑓 的频率变化时, 可以预测到系统

(6–2) 应该会有典型的共振现象, 例如魔鬼阶梯. 下面来验证这一个预测. 由上一节最

后的讨论, 参数 𝜖 应选择得不太小, 而频率的变化范围也不应过大. 固定 𝜖 = 0.35. 令

𝑓 = cos(𝜔𝑡) 令映射 ℜ𝜖,𝜔 的旋转数为 𝜌(𝜔). 当 𝜔 ∈ [2, 2.8] 时 𝜌 的图像在图 6-7 展示.

可看到图 6-7 中的数值结果与理论预期吻合.

2.0 2.2 2.4 2.6 2.8

2.8

3.0

3.2

3.4

3.6

3.8

4.0

4.2

ω

ρ(ω)

图 6-7 当 𝜖 = 0.35,𝜔 ∈ [2, 2.8] 时旋转数 𝜌(𝜔) 的图像.

根据定理 6.2.2, 当 |𝜖| 充分小时, 系统 (6–2) 存在一个正不变环面. 数值实验表明,

当扰动过大时此环面的破坏与光滑系统中的环面破坏有不同之处. 当扰动增大时, 环

面首先失去了与滑移面的横截性. 一些从 ℎ(𝜃, 𝜖) 出发的轨道仍然与滑移面有横截的交
点, 但存在与滑移面在集合 𝑆𝜖 处擦切的轨线, 在擦切轨线附近, 某些轨道需要在区域

{𝑋 ∶ 𝐻 < 0} 花费更久的时间才能到达滑移面. 此时相位映射仍然是有定义的, 因为所

有从 𝑆𝜖 出发的轨道仍然是回归的. 但相位映射不再连续, 相空间中存在的正不变的曲

面也不再是环面. 这种情况下系统的动力学取决于这个不连续的圆周映射的动力学性

态.

令 𝜖 为控制参数, 𝑓 = cos(𝜔𝑡), 其中 𝜔 = 1.067 固定. 当 0 ≤ 𝜖 ≤ 0.5, 相位映

射仍然是一个保向圆周同胚, 见图 6-8. 我们利用柱坐标: 𝑋1 = (𝑥 + 2) cos(𝜔𝜃), 𝑌1 =
(𝑥 + 2) sin(𝜔𝜃), 𝑍1 = 𝑦, 给出了相空间中的环面, 见图 6-9.

相位映射的分岔图在图 6-10 展示. 可看到当 𝜖 ≈ 0.514 时, 环面破坏. 当 𝜖 ∈
[0.57, 0.585], 系统存在周期倍化与反倍化现象[55].

为了研究当 𝜖 变化时轨线的擦切情况, 可数值上观察集合

{(𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝑣𝑠, 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) ∶ 𝜃 ∈ 𝑆1}
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的性态, 此集合即为轨线从 ℎ(𝜃, 𝜖) 出发第一次到达滑移面 {𝑋 ∶ 𝐻(𝑋) = 0} 上的点. 当

𝜖 较小时, 实际上在引理 6.3.3 中我们已说明了集合 {(𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝑣𝑠, 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) ∶ 𝜃 ∈
𝑆1} 是 𝑆1 上的一个光滑函数的图像. 当 𝜖 = 0.51403518, 此集合虽然仍是一条曲线但

不再是 𝑆1 上的一个光滑函数的图像. 并且其存在一个尖点, 此尖点即代表了一条擦切

轨道, 见图 6-11 (a). 当 𝜖 = 0.52, 此集合不再是一条光滑曲线, 见图 6-11 (b). 该集合与

𝑆𝜖 的两个交点即为两条擦切轨道. 可以预见, 擦切轨道是扰动不掉的. 相位映射此时不

再连续, 见图 6-12. 我们作出了一条擦切轨道, 见图 6-13.

图 6-8 𝜖 = 0.5 时相位映射 ℜ𝜖 的图像. 图 6-9 𝜖 = 0.2 时柱坐标下的不变环面.
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图 6-10 𝜖 ∈ [0.48, 0.59] 时相位映射的分岔图.
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(a) 𝜖 = 0.51403518
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(b) 𝜖 = 0.52

图 6-11 𝜖 = 0.51403518, 0.52 时集合 {(𝑥(1)(𝜃, 𝜖), 𝑣𝑠, 𝜃 + 𝑡(1)(𝜃, 𝜖)) ∶ 𝜃 ∈ 𝑆1} 与 𝑆𝜖 的
图像.

图 6-12 𝜖 = 0.52 时相位映射 ℜ𝜖 的图像. 图 6-13 从点 ℎ(3.37317889, 0.52) 出发的
擦切轨道.
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6.6 本章小结

本章研究了一类带有干摩擦力的单自由度强迫振动系统. 首先给出了早期文献中

出现的相位映射的一个严格定义, 其为一个一维截面的首次回归映射; 而后在无外激励

时存在滑移周期轨道的假设下, 说明了当具有小激励扰动时相位映射定义完好, 且其为

一个光滑的圆周平移的扰动; 运用了拓扑的方法证明了相空间中正不变环面的存在性,

并利用圆周映射的分类定理以及 KAM 理论详细地讨论了正不变环面上的动力学; 在

数值上验证了圆周映射所出现的典型的魔鬼阶梯现象, 并发现了当外激励扰动过大时,

系统正不变环面的破坏是由于擦切轨道的存在性.
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总结和展望

本文主要研究了两类碰撞 Hamilton 系统与一类带有干摩擦力的强迫振动系统的

不变环面的存在性以及其破坏机理, 对已取得的结果以及后续可能的拓展总结如下:

本文在第三章研究了双面碰撞倒摆的全局动力学. 运用 KAM 理论证明了系统在

低速以及高速区域具有近可积性质的动力学. 在本章还设计了带有碰撞效应的不变流

形的计算方法,并在数值上展示了鞍点的不变流形在扰动下的缠结性态.数值上观察到,

当扰动增大时, 不变曲线在低速区域的破坏是由于鞍点不变流形的大范围缠结. 此数值

方法与碰撞系统中的 Melnikov方法有紧密联系.另外当研究不变流形与碰撞面擦切时,

此方法也可作为验证理论的数值工具. 这些方面仍需要进一步的拓展.

第四章与第五章对呼吸圆台球在不同光滑性条件下的动力学进行了详细的分析.

当系统具有 𝐶7 类的光滑性时, 利用 KAM 理论证明了无穷远处不变环面的存在性. 为

说明这一光滑性假设是必需的, 本章还证明了当系统的光滑性仅为分段光滑时逃逸轨

道的存在性.呼吸圆台球的碰撞映射为一类具有小扭转性质的扭转映射,利用变分方法,

证明了系统在高速区域 Aubry-Mather 集的存在性. 但上述结果仍有待扩展与延伸. 由

于使用了导致系统光滑性降低的 “停止墙壁” 变换, 该系统 KAM 理论的应用需要 𝐶7

的光滑性.但根据以往的文献以及碰撞映射的光滑性,最优的结果应在 𝐶𝑟 (𝑟 > 4)类光

滑性, 如何得到这一最优结果仍值得更细致地探讨. 本章在分段光滑的条件下证明了逃

逸轨道的存在性, 但 𝐶1 情况下逃逸轨道的存在性以及其测度仍是未知的, 目前的文献

也鲜有这方面的结果. 除了这些可能的延伸, 该系统的扩展更值得关注: 即边界运动时

不再为一簇同心圆. 此时质点在碰撞时角动量不再守恒, 因此 Poincaré 映射是四维的

扭转映射. 目前已对这类系统作了初步的探索, 如在数值上, 当边界运动的幅度较小时,

不变环面仍存在, 并且此系统仍然符合 Aubry-Mather 理论的框架. 但由于系统的维数

升高两维, 处理呼吸圆台球所用到的方法几乎全部失效, 这方面的理论工作还需要进一

步探索.

第六章研究了一类带有干摩擦的强迫振动系统在滑移周期轨道附近的动力学. 首

先给出了相位映射数学定义, 并利用滑移周期轨道的横截性条件证明了相位映射是一

个光滑的保向圆周同胚. 而后运用拓扑的粘合技术证明了系统正向不变环面的存在性.

基于圆周映射理论以及 KAM 理论对环面上的动力学作了定性的划分. 在数值上验证

了理论分析的结果, 并且发现, 此类系统擦切轨道的存在性会导致环面破裂. 然而, 这种

发现仅仅基于数值, 如何在理论上分析环面的破坏机理值得深入探索.
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