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1 引言

扭转映射首先由 Poincaré在研究限制性三体问题中提炼出来,并提出了著名的 Poincaré
最后的几何定理, 但是他只给出了几种特殊情况的证明. Birkhoff 在 Poincaré 死后不久给
出了这一定理的完整证明, 虽然有许多数学家质疑其正确性，但后人在这定理的严密性
做的努力, 本质上仍基于 Birkhoff 的原始想法, 较为现代的证法参见 [2]. 60 年代著名的
KAM 理论对不变环面在小扰动下是否仍保持给予了肯定的答案, 80 年代初, Mather 与
Aubry 各自独立地对单调扭转映射作了更深一步的工作. 我们主要对 Bangert 在两人的
工作基础上抽象出来的较一般的变分原理作阐述.

这篇报告的绝大多数内容来自 [1], 对于作者未给出的证明我们适当作了补充. 报告
中处理的所谓变分问题, 对应于扭转映射的无限扭转情形, 另有台球模型及闭边界扭转情
形, 这两种情形的结论可由扩展到无限扭转而得到, 参见 [1].

这篇报告的主要内容如下: 第 2 节，我们引入变分问题, 对于这一问题与扭转映射的
联系作了一些说明; 第 3 节我们介绍了保向圆周同胚理论, 并集中讨论 Cantor 集的结构;
第 4 节我们证明周期极小轨道的存在性, 并研究极小轨道在平移下的序结构, 进而对任一
极小轨道定义了旋转数; 第 5 节及第 6 节我们分别分析无理极小轨道集与有理极小轨道
集的结构.

2 变分问题

在引入这一问题之前, 我们简要介绍积拓扑及 Tychonow 定理.
设 X 为拓扑空间, 其上的拓扑为 τ(即 X 中所有开集构成的集族), 我们称由 X 的一

些子集构成的集族 B 为拓扑基,如果 X 中任一开集是 B 中若干个 (可为零个,有限个,可
数及不可数多个) 成员的并集. 我们可以在已给拓扑下寻找拓扑基, 也可通过定义拓扑基
生成拓扑. 例如, 度量空间中所有开球构成的集族为一个拓扑基.

我们考虑无穷多个拓扑空间的乘积
∏

Xα,
∏

Xα 上的拓扑可由定义一个拓扑基生成,
定义此拓扑基为 A = {

∏
Uα ∈ A: 对于有限多个 α, Uα ⊆ Xα 且为 Xα 中的开集, 剩余无

穷多多个 α, Uα = Xα}.
简言之, 对于跑到无穷的指标, 拓扑要粗糙一些. 例如, RZ 为整数下标的直线的乘积,

在其上定义积拓扑, 这样定义的拓扑可以度量化:

∀x, y ∈ RZ, d(x, y) = sup
i∈Z

{ d̄(xi, yi)

|i|+ 1
}.

其中 d̄(xi, yi) = min{1, |xi − yi|}.

Tychonow 定理. 无穷多个紧致空间的乘积在积拓扑下仍是紧致的.
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考虑 RZ 且其上拓扑为积拓扑, 由 RZ 上的距离, 序列 {xn} ⊆ RZ 收敛到 x ∈ RZ, 即
要求

lim
n→∞

xn
i = xi, ∀i ∈ Z.

根据 Tychonow 定理, 给定 a ∈ RZ, ai ≥ 0, 集合 {x ∈ RZ : |xi| ≤ ai, ∀i ∈ Z} 是紧的.
设 H : R2 → R, 对于任意有限长度的线段 (xj, ..., xk)，j < k, 对 H 作如下扩展:

H(xj, . . . , xk) =
k−1∑
i=j

H(xi, xi+1).

我们称 (xj, . . . , xk) 关于 H 是极小的, 如果

H(xj, . . . , xk) ≤ H(x∗
j , . . . , x

∗
k).

对于所有的 (x∗
j , . . . , x

∗
k) ∈ Rk−j+1, xj = x∗

j , xk = x∗
k. 我们更关注下面的所谓轨道极小

条件.

定义 2.1. 如果 x ∈ RZ 的每一有限线段都是极小的, 则称 x 是极小的.

定义 2.2. 设 H 是 C2 的, 我们称 x ∈ RZ 是平衡的, 若

D2H(xi−1, xi) +D1H(xi, xi+1) = 0, ∀i ∈ Z.

显然若 x ∈ M(H), x 是平衡的. 所有极小轨道的集合记为M = M(H), 4 − 6 节主

要对M(H) 的结构作分析.
我们须对 H 做一些限制以得到结论, 显然连续性是必需的, 以下四个条件是从无限

单调扭转情形抽象出来的, 反映了生成函数和真实轨道的性质.

(H1) 周期条件 ∀(ξ, η) ∈ R2, H(ξ + 1, η + 1) = H(ξ, η).

(H2) 无限条件 lim|η|→∞ H(ξ, ξ + η) = ∞, 对 ξ 一致地成立.

(H3) 序条件 若 ξ− < ξ+, η− < η+, 则 H(ξ−, η−) +H(ξ+, η+) < H(ξ−, η+) +H(ξ+, η−).

(H4) 横截条件 若 (x−1, x0, x1) ̸= (y−1, y0, y1)都是极小的,且 x0 = y0,则 (x−1−y−1)(x1−
y1) < 0.

注. 若 H 是 C2 的且满足 (H1), D2D1H ≤ −δ < 0, 则 (H2)− (H4) 可由这两个条件得到.
对于 (H2), 对 D2D1H 在顶点为 (ξ, ξ), (ξ, ξ+η), (ξ+η, ξ+η) 的三角形上积分, 得到

H(ξ, ξ + η) ≥ 1

2
η2δ +H(ξ + η, ξ + η).
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当 |η| → ∞, 由 (H1)，H(ξ + η, ξ + η) 为有限值, 故 H(ξ, ξ + η) → ∞.
对于 (H3)，对 D2D1H 在顶点为 (ξ−, η−), (ξ+, η−), (ξ−, η+), (ξ+, η+) 的矩形上积分得

H(ξ+, η+)−H(ξ+, η−)−H(ξ−, η+) +H(ξ−, η−) ≤ −δ(η+ − η−)(ξ+ − ξ−) < 0.

对于 (H4)，D1H(ξ, η)关于 η单调递减 (对D2D1H 在 [η, η+ε]上关于第二个变量积分),
D2H(ξ, η) 关于 ξ 单调递减, 再根据平衡条件

D2(x−1, x0) +D1(x0, x1) = D2(y−1, y0) +D1(y0, y1) = 0.

x0 = y0 时, 若 x−1 > y−1, 则 D2(x−1, x0) < D2(y−1, y0), 则 D1(x0, x1) > D1(y0, y1), 故
x1 < y1.

我们所证结论极大地依赖于极小轨道间的序结构, 在 RZ 上定义偏序:

x, y ∈ RZ, x < y 当且仅当 xi < yi, ∀i ∈ Z.

如果在 RZ 的某个子集 S 上, ∀x, y ∈ S,这三种关系必然有一种且仅一种成立: x < y, x =

y, x > y, 则称 S 是完全有序的.

定义 2.3. x, y ∈ RZ 相交, 若 (i)(ii) 中任一个成立:

(i) 在 i ∈ Z 处 xi = yi, 且 (xi−1 − yi−1)(xi+1 − yi+1) < 0.

(ii) 在 i, i+ 1 之间有 (xi − yi)(xi+1 − yi+1) < 0.

直观上看, 我们可以定义 x ∈ RZ 的图像为 {(i, xi) : i ∈ Z} ⊆ Z × R ⊆ R2 , 相邻的
点用直线连接. x 与 y 相交, 当且仅当两个轨道的图像相交.

轨道的渐近性是动力学性质的一个重要方面, 我们引入以下定义:

定义 2.4. x, y ∈ RZ 是 α(ω) 渐近的, 如果:

lim
i→−∞(∞)

|xi − yi| = 0.

如果 x, y ∈ RZ 同时 α 渐近与 ω 渐近, 则称 x 与 y 是渐近的.

由于我们在覆叠空间中研究极小轨道的结构,便不得不考虑整数平移的影响.令 T 是

RZ 上的一个 Z2 的作用群, 定义如下:

∀(a, b) ∈ Z2, x ∈ RZ, T(a,b)x = y, yi = xi−a + b.
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定义 2.5. 设 x ∈ RZ, (q, p) ∈ (Z\{0})× Z, T(q,p)x = x, 且使得 |p| 最小, 则称 x 是 (q, p)

周期的.

注. 在这种定义下, (q, p) 不一定互质, 但在第 4 节我们将证明若极小轨道的周期为 (q, p),
则 (q, p) 一定互质.

最后, 我们列举几条经常用到的性质, 并给出 (3)(4) 的证明:

(1) H(x) = H(T(a,b)x), ∀x = (xj, . . . , xk), j < k, ∀(a, b) ∈ Z2.

(2) T(a,b) 将极小线段映到极小线段, 且映M 到自身.

(3) M 在 RZ 中是闭的.

(4) 设 (xj, . . . , xk) 为任意有限长度线段, 则存在同样长度的极小线段 (yj, . . . , yk) 使得

yj = xj, yk = xk.

(5) 若 (xj, . . . , xk) 为极小线段, 则其任一子段都是极小的.

证明: (3) 设 {(xn
j , . . . , x

n
k)} 为一极小线段序列, 且

lim
n→∞

xn
i = xi, j ≤ i ≤ k.

那么 (xj, . . . , xk) 是极小的. 若不是这样, 则存在 (xj, yj+1, . . . , yk−1, xk) 使得

H(xj, yj+1, . . . , yk−1, xk) < H(xj, ..., xk).

可取 (xj, . . . , xk) 的一个小邻域使得上式在此小邻域内仍成立, 则 ∃ N , 当 n > N 时, 使
得

H(xj, yj+1, . . . , yk−1, xk) < H(xn
j , . . . , x

n
k).

再取 (xj, xk) 的一个小邻域使得上式在此小邻域内仍成立, 则 ∃ N∗, 当 m > N∗ 时, 使得

H(xm
j , yj+1, . . . , yk−1, x

m
k ) < H(xn

j , . . . , x
n
k).

当 n > max{N,N ∗} 时,

H(xn
j , yj+1, . . . , yk−1, x

n
k) < H(xn

j , . . . , x
n
k),

与 (xn
j , . . . , x

n
k) 的极小性相矛盾. 由于 RZ 上的收敛性意味着每个坐标都收敛, 故M 是闭

的.
(4)固定 xj, xk,取 a充分大.在 Rk−j−1 中,令 B = {(xj, . . . , xk) : H(xj, . . . , xk) ≤ a},

由 H 的连续性, B 为闭集, 且在 B 中, 所有坐标都是有界的, 如若不然, 设存在某个坐标
趋于 (负) 无穷, 由 (H2), H(xj, . . . , xk) 趋于无穷, 与 B 的定义矛盾, 故 B 为有界闭集,
H 在 B 上能取到最小值 Hmin, −∞ < Hmin ≤ a，在 B 以外的点, H > a, 故此极小也为
Rk−j−1 上的极小.
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3 保向圆周同胚的回归集

这一节我们主要讨论圆周同胚上回归集的结构. 对于某个圆周同胚的回归集, 可以用
两个函数的像来表示,这能够对回归集作更细致的讨论:当回归集是 Cantor 集,有可数多
个点只能从一侧逼近, 而不可数多个点能从两侧逼近, 且 Cantor 集上的轨道渐近只存在

一种情况, 即两条轨道时刻都处在游荡区间的两个端点. 对于不同圆周同胚相同旋转数的
回归集的结构, 有一个较粗略的结果, 但对于之后的分析是有用的.

我们始终考虑提升以后的保向圆周同胚, 设

G+ = {f : f 连续且严格单调递增, f(x+ 1) = f(x) + 1}.

对于 f ∈ G+, 定义 f 的旋转数:

ρ(f) = lim
|i|→∞

f i(x)

i
.

此极限存在且不依赖于 x, 旋转数是有理数或是无理数, 动力学性质有本质区别. 下面引
入一个经常用到的引理:

引理 3.1. 设 f ∈ G+, ρ(f) = α,

(i) 对于固定的 n1,m1, n2,m2 ∈ Z, 且其满足 n1α +m1 < n2α +m2, 则 fn1(x) +m1 <

fn2(x) +m2 对所有的 x ∈ R 成立;

(ii) 对于固定的 n1,m1, n2,m2 ∈ Z, 且其满足 n1α +m1 ≤ n2α +m2, 则 fn1(x) +m1 ≤
fn2(x) +m2 对所有的 x ∈ R 成立;

证明: 我们这里只证 (i), (ii) 的证明类似. n1 = n2 为平凡情形, 设 n1 > n2. 若 ∃x0 ∈ R,
使得

fn1(x0) +m1 ≥ fn2(x0) +m2,

两边同时作用 fn1−n2 ,
fn1−n2(x0) +m1 ≥ x0 +m2,

上式两边再同时作用 fn1−n2 ,

f 2(n1−n2)(x0) +m1 ≥ fn1−n2(x0) +m2,

f 2(n1−n2)(x0)− x0 ≥ 2(m2 −m1).

归纳地有:
f i(n1−n2)(x0)− x0 ≥ i(m2 −m1), i ∈ N.
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则

α = lim
i→∞

f i(n1−n2)(x0)− x0

i(n1 − n2)
≥ i(m2 −m1)

i(n1 − n2)
> α, (3.1)

矛盾.

注. 对于 α 为无理数，这个引理还可以反向推理. 若 fn1(x) +m1 < fn2(x) +m2 对某个

x 成立, 则对所有的 x 都成立, 若非如此将存在周期点, 由旋转数的定义, 将得出其为无
理数的矛盾; 按照引理 3.1 中推理方式将得到类似 (3.1) 中不等式, 但都为非严格的不等
号, 利用 α 为无理数的性质, 等号不可能取到, 即可证. 当 α 为有理数时, 反向推时不能
保证 fn1(x) +m1 < fn2(x) +m2 不变号.

推论 3.1. f ∈ G+, ρ(f) = α, 令 ri(x) = f i(x) − x − iα, 则 |ri(x)| < 1 且存在 x0 ∈
R, ri(x) = 0.

证明: 取 m ∈ Z, 使得 m ≤ iα < m+ 1, 即 0α +m ≤ iα + 0 < 0α +m+ 1, 由引理 3.1

m ≤ f i(x)− x < m+ 1, ∀x ∈ R.

所以 iα, f i(x) − x ∈ [m,m + 1), 因此我们有 |ri(x)| < 1. 若 ∀x ∈ R, ri(x) ̸= 0, 不妨设
ri(x) > 0, 由 ri(x+ 1) = ri(x), 故存在 ε > 0, 使得 ri(x) > ε > 0 对所有的 x ∈ R 成立.

f i(x)− x− iα > ε,

将 x 替换成 f i(x),
f 2i(x)− f i(x)− iα > ε,

结合上两式,
f 2i(x)− x− 2iα > 2ε,

归纳地有,
fni(x)− x− niα > nε, n ∈ N.

不妨设 i > 0, 则
0 = lim

n→∞

fni(x)− x

ni
− α ≥ ε

i
> 0,

矛盾.

接下来我们讨论回归集的结构, 首先 f ∈ G+ 的回归集为:

Rec(f) = {f i(x) + k : (i, k) ∈ Z2}′

′ 表示集合聚点的全体. Rec(f) 不依赖 x 的选取, 且 Rec(f) 为极小集.
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定义 3.1. 设 f ∈ G+, ρ(f) = α为无理数,对于固定点 x0 ∈ R, A = {jα+k : (j, k) ∈ Z2},
定义:

φ : A → R, φ(jα + k) = f j(x0) + k, (j, k) ∈ Z2

x+(t) = inf{f j(x0) + k : jα + k > t}

x−(t) = sup{f j(x0) + k : jα + k < t}

由 引理 3.1, φ 是严格单调递增的. 再利用 A 在 R 上稠密, 对于 x+(t) 与 x−(t) 有以

下性质:

(a) x+(t) 与 x−(t) 严格单调递增.

(b) x+(t) 右连续, x−(t) 左连续.

(c) x+ 在 t0 连续 ⇔ x− 在 t0 连续, 且 x+(t0) = x−(t0).

(d) x±(t+ 1) = x±(t) + 1.

(e) f ◦ x±(t) = x±(t+ α).

(f) Rec(f) = x+(R) ∪ x−(R)

证明: (a) 由 x+(t) 与 x−(t) 的定义, x+(t) ≥ x−(t). 设 t1 < t2, 则存在 t1 < j1α + k1 <

j2α + k2 < t2, 有

x−(t1) ≤ x+(t1) ≤ f j1(x0) + k1 < f j2(x0) + k2 ≤ x−(t2) ≤ x+(t2),

即 x−(t1) < x−(t2), x+(t1) < x+(t2), x+(t1) < x−(t2).
(b) 由下确界的定义, ∀ε > 0, ∃j, k ∈ Z, x+(t0) + ε > f j(x0) + k, 且 jα + k > t0, 由

x+ 的严格单调递增, 当 t ∈ (t0, jα + k), x+(t)− x+(t0) < ε. 同理可证 x− 的左连续性.
(c) 设 x+ 在 t0 连续, 则 ∀ε > 0, ∃δ > 0, 当 |t − t0| < δ 时, |x+(t) − x+(t0)| < ε. 设

t0 − δ < t− < t0, t0 < t+ < t0 + δ, 则有

x−(t+)− x−(t0) < x−(t+)− x+(t−) = x−(t+)− x+(t0) + x+(t0)− x+(t−) < 2ε.

这证明了 x−(t0) 的右连续性, 故 x− 在 t0 也连续. 同理反过来也可证. 又有

x+(t0)− x−(t0) < x+(t0)− x+(t−) < ε,

ε 是任意小的, 故 x+(t0) = x−(t0).
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(d) 令 k − 1 = m,

x+(t+ 1) = inf{f j(x0) + k : jα + k > t+ 1}

= inf{f j(x0) +m+ 1 : jα +m > t}

= x+(t) + 1.

(e) 与 (d) 中证明类似. (f) 验证即可.

若 x+ 与 x− 连续, 则 x+ = x−, (x+)−1 ◦ f ◦ x+ ◦ x+ = Rα ◦ x+, 其中 Rα(t) = t + α,
即 (x+)−1 ◦ f ◦ x+ 拓扑共轭于一个无理旋转, Rec(f) = R.

若 x+ 在 t0 不连续,由 (a)(b)(c), x+(t)与 x−(t)不相同当且仅当两者同时在 t处间断,
x+(t) 与 x−(t) 相同当且仅当两者同时在 t 处连续, 根据 (d)(e), x+(x−) 在 {t0 + jα + k :

(j, k) ∈ Z2} 上不连续, 即在 R 上的一个稠密子集上间断, 而单调函数的间断点最多为可
数多个, 则 x+(x−) 有可数多个稠密的间断点. Rec(f)/Z 为一个 Cantor 集. 由 x+(x−)

的右 (左) 连续性, x+(R)(x−(R)) 有可数多个点只能从右 (左) 侧逼近, 而 Cantor 集的势

跟连续统相同，故还有不可数多个点可从两侧逼近.

推论 3.2. 若 x+ 在 t0 不连续, 则 (x−(t0), x
+(t0)) 是 R \ Rec(f) 中的开区间, 且 Y =∪

(x−(t0 + jα) + k, x+(t0 + jα) + k) 是 R \ Rec(f) 中的两两不相交的开区间的并集, 即
Y 中每一连通分支都为游荡区间, 并且其在直线上是稠密的, 其余的游荡区间都包含于 Y

中.

证明: 由 x+, x− 的单调性, (x−(t0), x
+(t0)) 中不含 R \ Rec(f) 中点. 若对于 (j1, k1) ̸=

(j2, k2), (x−(t0 + j1α) + k1, x
+(t0 + j1α) + k1) 与 (x−(t0 + j2α) + k2, x

+(t0 + j1α) + k2) 相

交, 不妨设, x−(t0 + j1α) + k1 < x−(t0 + j2α) + k2 < x+(t0 + j1α) + k2, 则 t0 + j1α+ k1 <

t0 + j2α + k2 < t0 + j1α + k1, 矛盾. 至于稠密性, 根据 x− 在 R 的一个稠密子集上间断即
得. 最后一条结论由稠密性便可立即得到.

注. 上述推论说明, 所有的游荡区间通过一个游荡区间迭代即可全部生成.

下面的引理说明, Cantor 集上的轨道渐近只存在一种情况, 即两条轨道时刻都处在
游荡区间的两个端点.

引理 3.2. 由 Cantor 集上的两个点出发的轨道是渐近的当且仅当这两个点是 R \Rec(f)

某一开区间上的两个端点.
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证明: 两点是 R \ Rec(f) 某一开区间上的两个端点, 即 ∃t, 使得这两点为 x+(t) 与 x−(t).
取 k(i) ∈ Z, 使得 t+ k(i) + iα ∈ [0, 1), 则∑

i∈Z

|f i(x+(t))− f i(x−(t))| =
∑
i∈Z

|x+(t+ iα)− x−(t+ iα)|

=
∑
i∈Z

|x+(t+ iα + k(i))− x−(t+ iα + k(i))|

≤ |x+(1)− x+(0)| = 1.

最后一步的估计是由于 Rec(f) 在 [0, 1) 上的空隙不超过 x+ 在 [0, 1] 上的增量. 故轨道是
渐近的.

再说明若两点不是如此选取, 则轨道不可能是渐近的. 两点不是如此选取即 t 是不同

的, 不妨设 c > 0, 两点取为 x±(s+ c) 与 x±(s), ± 可交叉选取. 由于 |x±(t+ c)− x±(t)| ≥
|x−(t+ c)− x+(t)|, 我们证明:

inf
t∈R

|x−(t+ c)− x+(t)| ≥ δ > 0,

一种情形即可. 可将 t 限制在 [0, 2] 内, 若

inf
t∈[0,2]

|x−(t+ c)− x+(t)| = 0,

等号只能通过渐近取到, 取 {tn}, 使得

lim
n→∞

|x−(tn + c)− x+(tn)| = 0,

由于 {tn} 有界, 可取一收敛的子列, 仍记为 {tn}, 若 {tn} 从右侧收敛到 t0, 由 x+ 的右连

续性及 x− 的单调性, 可得到

lim
n→∞

[x−(tn + c)− x+(tn)] ≥ x−(t0 + c)− x+(t0) > 0,

若 {tn} 从左侧收敛到 t0, 由 x− 的左连续性及 x+ 的单调性, 可同样得到上式, 矛盾. 故

lim inf
i→±∞

|x±(s+ c+ iα)− x±(s+ iα)| ≥ δ > 0.

这说明轨道不可能是渐近的.

引理 3.3. 设 f, g ∈ G+, ρ(f) = ρ(g) = α ∈ R \Q, 则要么 Rec(f) = Rec(g), f |Rec(f) =

g|Rec(g); 要么 ∃x0 ∈ Rec(f), y0 ∈ Rec(g), 两条轨道 {f i(x0)}i∈Z, {gi(y0)}i∈Z 相交无穷
多次.
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证明: 对于 f, g 分别构造 x±, y±. 只看 x− 与 y−, 有以下两种可能:

(1) ∃c ∈ R, x−(t+ c)− y−(t) 变号.

(2) 对于所有的 c ∈ R, x−(t+ c)− y−(t)不变号,即,如果 t0 ∈ R, x−(t0+ c)− y−(t0) < 0,
则 x−(t+ c)− y−(t) ≤ 0, ∀t ∈ R.

对于 (1), 即 ∃t1, t2, 使得

x−(t1 + c) < y−(t1), x−(t2 + c) > y−(t2).

由 x− 的左连续性, 可以找到两个非空的开区间使得上式仍成立, 即

x−(t+ c) < y−(t), t ∈ I1,

x−(t+ c) > y−(t), t ∈ I2.
(3.2)

取 x0 = x−(c), y0 = y−(0), 有

f j(x0) = x−(c+ jα), gj(y0) = y−(jα).

由于 {jα+ k : (j, k) ∈ N× Z}(取 N 是为了避免有无穷多个 j 分别在 I1, I2 中, 而正无穷
多个在 I1, 负无穷多个在 I2, 便可能只有一个交点) 在 R 中稠密, 且整数项对式 (3.2) 的
成立无影响,故必然有无穷多个 j ∈ I1,无穷多个 j ∈ I2,故 {f j(x0)}j∈Z, {gj(y0)}j∈Z 无穷
多次相交.

对于 (2), 令
c0 = sup{c : x−(t+ c) ≤ y−(t), ∀t ∈ R}.

首先说明, c0 可以取到, 即

x−(t+ c0) ≤ y−(t), ∀t ∈ R. (3.3)

由 c0 的定义, ∀ε > 0, ∃c1, c0 ≥ c1 > c0 − ε, 使得

x−(t+ c0 − ε) < x−(t+ c1) ≤ y−(t), ∀t ∈ R.

ε 可以任意小, 而 x− 左连续, 即 (3.3) 成立. 若 ∃t0, x−(t0 + c0) < y−(t0), 则 ∃ε, δ > 0, 使
得

x−(t0 + c0) < y−(t0)− ε < y−(t0 − δ),

由假设, x−(t+ c0) ≤ y−(t− δ), ∀t ∈ R, 与 c0 的取法矛盾. 故

x−(t+ c0) = y−(t), ∀t ∈ R,

而 x+ 与 x− 只是在间断点取值不同, 则有

x+(t+ c0) = y+(t), ∀t ∈ R.

再由 (e)(f) 即得到结论.
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4 极小轨道的旋转数

这一节我们证明周期极小轨道的存在性, 并说明极小轨道在平移下是完全有序的, 进
一步地, 可以将极小轨道作为某个保向圆周同胚的轨道, 这使得我们可以定义极小轨道的
旋转数. 最后, 我们证明所有的旋转数都有对应的极小轨道.

这一节几乎所有的证明都用到 (H3) 及 (H4), 并依赖于极小轨道间的序结构. 下面的
引理称为 Aubry 相交引理.

引理 4.1. 两条极小轨道最多相交一次, 且若 x, y ∈ M 在 i 处相等, 则 x, y 在 i 处相交.

证明: 引理 4.1后半部分即 (H4).假设 x, y ∈ M在 i, k处相交.由 (H4),线段 (yj−1, yj, xj+1)

与线段 (xj−1, xj, yj+1) 不可能都是极小的, 故存在 ȳj, x̄j 使得

H(yj−1, ȳj, xj+1) +H(xj−1, x̄j, yj+1) < H(yj−1, yj, xj+1), H(xj−1, xj, yj+1), (4.1)

对于 k 处也同样有

H(yk−1, ȳk, xk+1) +H(xk−1, x̄k, yk+1) < H(yk−1, yk, xk+1), H(xk−1, xk, yk+1), (4.2)

考虑线段 (yj−1, ȳj, xj+1, . . . , yk−1, ȳk, xk+1) 与线段 (xj−1, x̄j, yj+1, . . . , xk−1, x̄k, yk+1). 根据
(yj−1, . . . , yk+1), (xj−1, . . . , xk+1) 的极小性,

H(yj−1, . . . , yk+1) ≤ H(yj−1, ȳj, xj+1, . . . , yk−1, ȳk, xk+1), (4.3)

H(xj−1, . . . , xk+1) ≤ H(xj−1, x̄j, yj+1, . . . , xk−1, x̄k, yk+1). (4.4)

(4.3) 与 (4.4) 相加, 与 (4.1) 和 (4.2) 矛盾. 也可假设 x, y 在 i, i+ 1 与 k, k + 1 处相交, 类
似的处理参见引理 4.3.

推论 4.1. 若 x, y ∈ M 是周期的且具有相同的周期, 则 x, y 不相交; x ∈ M 的周期为

(q, p), 则 (q, p) 互质.

证明: 若 x, y 相交一次, 由周期性必相交无穷多次, 与引理 4.1 矛盾. 设 x ∈ M 的周期为

(q, p) = n(a, b), n > 1, (a, b) 互质. T(a,b)x ̸= x, 且 T(a,b)x 仍是 (q, p) 周期的, 故 T(a,b)x 与

x 不相交. 设 T(a,b)x < x, 不等号两边同时作用 T(a,b),

T2(a,b)x < T(a,b)x,

这样一直作用下去有,
x = Tn(a,b)x < T(n−1)(a,b)x < · · · < x.

得到矛盾.
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注. 上述论证说明极小周期轨道与其任意平移也不相交, 故其图像必然是一个严格单调的
函数的图像 (以整数为自变量).

引理 4.2. 设 Pq,p = {x ∈ RZ : T(q,p)x = x}, Hq,p : Pq,p → R, Hq,p(x) = H(xi, . . . , xi+q), ∀i ∈
Z, 则 Hq,p 在 Pq,p 能取到最小值.

证明: 首先我们说明 Hq,p 的定义是确定的. 对于 i ∈ Z, 可取 k ∈ Z, 使得 0 ≤ i + kq =

j < q, 由周期性,

H(xi, . . . , xi+q) = H(xj − kp, . . . , xj+q − kp) = H(xj, . . . , xj+q),

H(x0, . . . , xj) = H(xq − p, . . . , xj+q − p) = H(xq, . . . , xj+q),

H(x0, . . . , xq) = H(x0, . . . , xj) +H(xj, . . . , xj+q)

= H(xq, . . . , xj+q) +H(xj, . . . , xq)

= H(xj, . . . , xj+q).

故 H(xi, . . . , xi+q) = H(x0, . . . , xq), ∀i ∈ Z, H 的定义是确定的.
由于 xq−x0 = p, Pq,p 可看作是 Rq. T : Rq → Rq, T (x1, . . . , xq) = (x1+1, . . . , xq+1),

由 (H1) 可认为 Hq,p 定义在商空间 Rq/T 上, 事实上 Rq/T ∼= S1 × Rq−1, 因此有一个坐标
可始终看作是有界的, 取 a 充分大, 由 (H2), B = {Hq,p(x) ≤ a} 为非空有界闭集, 故 Hq,p

在 B 上能取到最小值, 也为 Rq 上的最小值.

定理 4.1. 对于所有的 (q, p) ∈ (Z \ {0})×Z, (q, p) 互质, 存在 x ∈ M, x 的周期为 (q, p).

证明: 不妨设 q > 0 ,引入引理 4.2中的记号.设 Hq,p 的两个最小点为 x, x∗,假设 x, x∗ 相

交, 那么 q ≥ 2, 定义:
x+
i = max{xi, x

∗
i }, x−

i = min{xi, x
∗
i },

那么 x+, x− 也是 (q, p) 周期的, 则有

Hq,p(x
+) +Hq,p(x

−) ≥ Hq,p(x) +Hq,p(x
∗). (4.5)

如果 x, x∗ 在 i 与 i + 1 处相交, 0 ≤ i < q, 由 (H3), (4.5) 式不成立, 再根据周期性, x, x∗

也不在 i, i+ 1 处相交, ∀i ∈ Z.
如果 x, x∗ 在 i 处相交, 不妨设 i = 1, 根据 q > 1, 至少 (x0, x1, x2) 与 (x∗

0, x
∗
1, x

∗
2) 是

极小的,而 (H4)意味着 (x0, x1, x2)与 (x∗
0, x

∗
1, x

∗
2)不能都是极小的,设前者不是极小的,我

们改变 x1 为 x̄1, 使得,
H(x0, x̄1, x2) < H(x0, x1, x2). (4.6)
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令 x̄ 为这样的轨道, x̄1+kq = x̄1 + kp, 其余的指标处的值与 x 相同指标处的值相等, 这样
x̄ ∈ Pq,p, 但由 (4.6), Hq,p(x̄) < Hq,p(x), 与 x 在最小性矛盾. 因此 x 与 x∗ 不相交. 特殊地
有, 如果 x 是 Hq,p 的最小点, 则 x 与其任意平移 T(j,k)x 不相交, (j, k) ∈ Z2.

Hq,p 的最小点 x 只意味着线段 (xi, . . . , xi+q) 的极小, ∀i ∈ Z, 即任意长度小于等于 q

的线段是极小的, 我们接下来证明 x 的任意有限长度线段都是极小的.
假设 n ≥ 1, (q∗, p∗) = (nq, np), x ∈ Pq∗,p∗ 为 Hq∗,p∗ 的最小点, 则 T(q,p)x 与 x 不相交,

如推论 4.1 中证明一样, 将得到 x ∈ Pq,p, 故,

Hq∗,p∗ = nHq,p(x),

Hq∗,p∗(y) = nHq,p(y), ∀y ∈ Pq,p.

则有 Hmin
q∗,p∗ = nHmin

q,p , 即如果 x 是 Pq,p 中的最小点, x 也为 Pnq,np 的最小点, 对于 n ≥ 1

都成立. 即是, (x0, . . . , xnq) 是极小线段, 对所有的 n ≥ 1. 再由周期性质及 n 的任意性, 即
得证.

引理 4.3. 假设 x, y ∈ M 是 ω(α) 渐近的, 且 |xi+1−xi| 是有界的当 i → ∞(−∞), 则 x, y

不相交.

证明: 设 x, y 在 i, i+ 1 处相交, x, y 是 ω 渐近的. 由 (H3),

H(xi, yi+1) +H(yi, xi+1) < H(xi, xi+1) +H(yi, yi+1), (4.7)

根据 (xi, . . . , xj+1), (yi, . . . , yj+1) 的极小性,

H(xi, yi+1) +H(yi+1, . . . , yj) +H(yj, xj+1)

≥ H(xi, xi+1) +H(xi+1, . . . , xj) +H(xj, xj+1), (4.8)

H(yi, xi+1) +H(yi+1, . . . , xj) +H(xj, yj+1)

≥ H(yi, yi+1) +H(yi+1, . . . , yj) +H(yj, yj+1). (4.9)

(4.8) 与 (4.9) 相加得,

H(xi, yi+1) +H(yj, xj+1) +H(yi, xi+1) +H(xj, yj+1)

≥ H(xi, xi+1) +H(xj, xj+1) +H(yi, yi+1) +H(yj, yj+1). (4.10)

我们说明

lim
j→∞

|H(yj, xj+1)−H(yj, yj+1)| = lim
j→∞

|H(xj, yj+1)−H(xj, xj+1)| = 0.
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当 j 充分大, (4.10) 即与 (4.7) 矛盾. 证第二个等式,

|H(xj, yj+1)−H(xj, xj+1)| = |H(xj − kj, yj+1 − kj)−H(xj − kj, xj+1 − kj)|,

取 kj 使得 0 ≤ xj − kj < 1, 由引理 4.3 所设,

M ≥ |xj+1 − xj − kj + kj| ≥ |xj+1 − kj| − |xj − kj|,

故 |xj+1 − kj|, |yj+1 − kj| 都有界, 而

lim
j→∞

|xj − yj| = 0,

根据 H 在有界闭集上的一致连续性即得到,

lim
j→∞

|H(xj, yj+1)−H(xj, xj+1)| = 0.

注. 由推论 4.2 我们知, 对于极小轨道 x, |xj+1 − xj| 都是有界的当 j → ∞(−∞), 但这一
结论的得到自始至终没有用 |xj+1 − xj| 是有界的这一假设, 故不存在循环论证.

下面的定理是极小轨道的一条重要性质.

定理 4.2. 设 x ∈ M, 则 x 与 T(a,b)x 不相交, ∀(a, b) ∈ Z2.

证明: a = 0 时是明显的, 设 a > 0. 由引理 4.1, x 与 T(a,b)x = y 至多相交一次, 设 x, y 在

0 或 0, 1 处相交, 那么在 0 处 x, y 的序关系将改变, 不妨设,

yj < xj, j ≤ 0; yj > xj, j > 0. (4.11)

这意味着, 对每个固定的 j ≤ 0, 序列 v ∈ N → xj−va + vb 单调递减, 对每个固定的 j > 0,
序列 v ∈ N → xj+va − vb 也单调递减.

取 x̄ ∈ M 且 x̄ 的周期为 (a, b), x̄0 < x0(若不满足可作平移 T(0,k) 使其满足), 引理
4.1 表明, x̄j < xj 对于 j ≤ 0 或 x̄j < xj 对 j > 0, 我们处理前者. 对于固定的 j ≤ 0, 序列
v → xj−va + vb 单调递减且有下界 x̄j = x̄j−va + vb, 因此定义:

x∗
j = lim

v→∞
(xj−va + vb) = lim

v→∞
(T(va,vb)x)j, j ≤ 0.

由上定义, x∗
j−va + vb = x∗

j , j ≤ 0, v ∈ N. 令 j = −va+ r, −a < r ≤ 0, 则有,

|xj − x∗
j | = |xr−va − x∗

r−va| = |xr−va + vb− x∗
r|,

|yj − x∗
j | = |xr−v(a+1) + b− x∗

r−va| = |xr−v(a+1) + v(b+ 1)− x∗
r|.

故 x 与 y 都 α 渐近于 (x∗
j)j≤0, 由周期性 |xj+1 − xj| 有界当 j → −∞, 由引理 4.3, 与 x, y

相交矛盾.
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定义 4.1. 设 x ∈ M, Bx = {T(a,b)x : (a, b) ∈ Z2}, B̄x 为其闭包, 令 pi : RZ → R 代表
x → xi 的投射.

由积拓扑的定义, pi 是开的, 连续的, 且是保序的, 由定理 4.2, B̄x 是完全有序的, 则
p0 限制在 B̄x 是单射, 故 p0|B̄x : B̄x → p0(B̄x) 是同胚, p0(B̄x) 是 R 上的闭集. 下面的定
理是这一节的主要结论.

定理 4.3. 对于每一个 x ∈ M, 存在一个圆周同胚 f ∈ G+, 使得 xi+1 = f(xi), ∀i ∈ Z.

证明: 首先在一个闭子集 A = p0(B̄x) 上定义 f , 通过以下两种等价的方式,

f(x0) := x1, x ∈ B̄x; f := p1 ◦ (p0|B̄x)
−1.

根据 p0 在 B̄x 上是同胚及 B̄x 的完全保序性, f 的定义是确定的, 且 f 严格单调递增.
f(t+ 1) = f(t) + 1, ∀t ∈ A, 这是由于在 x0 + 1 对应的轨道一定是 x0 对于的轨道向上平

移一个单位. 在 R \ A = ∪(an, bn) 上通过直线连接来定义 f ,

f((1− t)an + tbn) := (1− t)f(an) + tf(bn), t ∈ [0, 1].

这样在直线的部分也是严格单调的,也保证了连续性.故 f ∈ G+,且有 f(xi) = f((T(−i,0)x)0) =

xi+1.

结合旋转数的定义和 RZ 上的距离, 及定理 4.3, 推论 3.1, 我们得到以下推论.

推论 4.2. 存在连续映射 ρ : M → R, 有以下性质:

(a) 对于所有的 x ∈ M, i ∈ Z, |xi − x0 − iρ(x)| < 1.

(b) 如果 x ∈ M 是 (q, p) 周期的, 则 ρ(x) = p/q.

(c) ρ 在 T 的作用下是不变的, 即 ρ(T(a,b)x) = ρ(x), ∀(a, b) ∈ Z2.

证明: 对于 x ∈ M, 构造定理 4.3 中的 f , 定义 ρ(x) := ρ(f), 故 ρ(x) = limi→∞ xi/i, 则对
于 x, y ∈ M,

d̄(ρ(x), ρ(y)) = lim
i→∞

d̄(xi, yi)

i
≤ sup

i∈Z
{ d̄(xi, yi)

|i|+ 1
}.

在直线上我们用了距离 d̄(xi, yi) = min{1, |xi − yi|}, 容易验证这与通常直线上的拓扑是一
样的, 故 ρ 是连续的. (a)(b)(c) 立即能由推论 3.1 及旋转数的定义得到.

注. 我们称 ρ(x) 为极小轨道 x 的旋转数. 由 (a), x ∈ M 的增长几乎是线性的, 那么即有,
若 ρ(x) ̸= ρ(y), 那么 x, y 必然相交一次且仅相交一次.
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定理 4.4. 对于所有的 α ∈ R, 集合Mα = {x ∈ M : ρ(x) = α} 非空.

证明: 根据定理 4.1 及推论 4.2(b), 当 α ∈ Q, Mα 非空. 任取 α ∈ R \ Q, 可取一序列
αn ∈ Q 使得 limn→∞ αn = α, 取 xn ∈ Mαn 使得 xn

0 ∈ [0, 1]. |αn| ≤ C, 由推论 4.2(a) 有以
下估计:

|xn
i | ≤ 2 + |i|C, ∀n ∈ N, i ∈ Z.

即 {xn} 在一紧集上, 故有收敛的子列收敛到 x∗, 由 ρ 的连续性及M 是闭集, x∗ ∈ M 且

ρ(x∗) = α.

注. 上述证明说明集合 {x ∈ M : |x0| ≤ C, |ρ(x)| ≤ C} 包含于一个紧集内, 又根据 ρ 的

连续性, 这集合是闭的, 故其也为紧集.

这一节的最后我们说明: 如果 H 是 C2 的, 且 D2D1H < 0, 那么定理 4.3 构造出
的 f ∈ G+ 是双向 Lipschitz 连续的, 即 f 与 f−1 都是 Lipschitz 连续的. 由于 f 在

A = p0(B̄x) 以外是直线连接, 我们在 A 上证明即可.

定理 4.5. f : A → A 是双向 Lipschitz 连续的.

证明: 首先, 对于 x0 ∈ A, |x1 − x0|, |x0 − x−1| 都是一致有界的, 由推论 4.2(a),

|x1 − x0| − |α| ≤ |x1 − x0 − α| < 1,

即得到. 对于 x0, y0 ∈ A, 不妨设 0 ≤ x0 < y0 < 2, 那么应有 x−1 < y−1, x1 < y1. 根据一致
有界性, x−1, x0, x1 与 y−1, y0, y1 都包含在某个紧致区间 I 内. 由 D2D1H < 0, 则在 I × I

上, D2H,D1H 是 Lipschitz 连续的且有 Lipschitz 常数 L, D2D1H ≤ −δ < 0. 由极小轨
道的平衡性,

D2H(x−1, x0) +D1H(x0, x1) = D2H(y−1, y0) +D1H(y0, y1) = 0,

同时又有估计

δ((y−1 − x−1) + (y1 − x1)) ≤ D2H(x−1, x0)−D2H(y−1, x0) +D1H(x0, x1)−D1H(x0, y1)

= D2H(y−1, y0)−D2H(y−1, x0) +D1H(y0, y1)−D1H(x0, y1) ≤ 2L(y0 − x0).

由 (H1) 及 B̄x 的 T 不变性, 0 ≤ x0 < y0 < 2 是不失一般性的, 故得证.

注. 事实上, 上述定理可稍作推广, 如果 N 是 RZ 上的完全有序的 T 不变闭集, 且 N 中
每一元素都是平衡的, 那么我们对 N 同 B̄x 一样作从定理 4.3 到定理 4.4 的处理, 则上
述证明可以重述.
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5 无理极小轨道集的结构

这一节我们研究Mα(α ∈ R \Q) 的结构. 由定理 4.3 知, 任一极小轨道都可以作为某
一保向圆周同胚的轨道, 这一结论的得到, 依赖于极小轨道在任一平移下保序的性质, 我
们将证明 Mα 同 B̄x 一样, 也是闭的完全有序集, 用定理 4.3 的方法, 便可以将所有具有
同一无理旋转数的极小轨道都作为同一个圆周同胚的轨道, 这样问题就转化到了圆周同
胚上.

定理 5.1. 设 α 为无理数, 则Mα 是完全有序的.

证明: 首先, 我们说明, ∀x, y ∈ Mα, 分别构造定理 4.3 中的 f, g, 则 f, g 的回归集中的轨

道都为极小轨道, 且 Rec(f) = Rec(g). 由引理 3.3, 说明后者成立只需证明 f, g 的回归集

中不存在相交无穷多次的轨道, 而极小轨道至多相交一次, 故我们只需证 f, g 的回归集中

的轨道都为极小轨道即可.
取 x ∈ Mα, f ∈ G+, 使得 xi = f i(x0), i ∈ Z. 由 f 的回归集的定义, ∀x∗

0 ∈ Rec(f),
存在序列 (in, kn) ∈ Z2 使得,

x∗
0 = lim

n→∞
(xin + kn),

故有,
x∗
i = f i(x∗

0) = lim
n→∞

f i(xin + kn) = lim
n→∞

(xin+i + kn).

即 x∗ = limn→∞ T(−in,kn)x, 由 ρ 的连续性, Mα 是闭的, 且 ρ 是 T 不变的, 故 x∗ ∈ Mα.
下面证明所述定理. 取上述 x, y 与 f, g, 令 x±, y± 分别为定义 3.1 中构造的函数, 固

定点分别取 x0, y0, 则存在 c, 使得 x±(t+ c) = y±(t), ∀t ∈ R. 由 x±, y± 的定义,

x−(jα) ≤ xj ≤ x+(jα),

y−(jα) ≤ yj ≤ y+(jα).

若 c ̸= 0, 不妨设 c > 0, 则有

xj ≤ x+(jα) = y+(jα− c) < y−(jα) ≤ yj, j ∈ Z.

即 x < y, 同理 c < 0 时有, x > y, 故 c ̸= 0 时, x, y 不相交. 当 c = 0, 即 x± = y±, 此时
x, y 是渐近的, 由于∑

j∈Z

|yj − xj| ≤
∑
j∈Z

|y+(jα)− x−(jα)| =
∑
j∈Z

|y+(jα)− y−(jα)| ≤ 1.

最后一步的估计参见引理 3.2, 由引理 4.3, x, y 不相交.
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上述定理使得我们可以用定理 4.3 的方法, 将所有的具有同一无理旋转数的极小轨
道作为同一个圆周同胚的轨道, 即 ∀x ∈ Mα, ∃f ∈ G+, 使得 f(xi) = xi+1. 同样的,
p0 : Mα → p0(Mα) = Aα 是一个同胚, Aα 是 f 的一个闭不变集. 我们更关注所谓的回归
轨道集的结构, 定义回归轨道集为:

MRec
α := {x ∈ Mα : ∃(jn, kn) ∈ Z2 \ (0, 0), lim

n→∞
T(jn,kn)x = x}.

若 x ∈ MRec
α , 显然 p0(x) = x0 为聚点, 故 p0(x) ∈ Rec(f); 反之若 x0 ∈ Rec(f), 由 Rec(f)

是极小集, 由此集合出发的轨道在该集合中稠密, 故存在 (−jn, kn) ∈ Z2 \ (0, 0), 使得,

lim
n→∞

(f−jn(x0) + kn) = x0, lim
n→∞

(f−jn(xj) + kn) = xj, j ∈ Z.

即 x = limn→∞ T(jn,kn)x,故 x ∈ MRec
α , p0(MRec

α ) = Rec(f).另一方面, p0(B̄x) = {f j(x0) + k}.
那么有以下交换图:

MRec
α ⊆ B̄x ⊆ Mα

∼ = ∼ = ∼ =
Rec(f) ⊆ {f j(x0) + k} ⊆ Aα

交换图中只有 MRec
α ⊆ B̄x 未证, 但根据集合的包含关系即得到. 那么对任意的 x ∈

Mα, MRec
α ⊆ B̄x.

推论 5.1. 对任意的 x ∈ MRec
α 都可由周期极小轨道逼近.

证明: 设 M̃α 是能被周期极小轨道逼近的Mα 中元素的全体,由定理 4.4的证明,此集合
是非空的, 且容易验证 M̃α 是 T 不变的与闭的, 即 M̃α 中元素在平移下仍能被周期极小

轨道逼近, 其极限点也能被周期极小轨道逼近, 则任取 x ∈ M̃α, MRec
α ⊆ B̄x ⊆ M̃α.

Rec(f) = R 或 Rec(f) 是一个 Cantor 集, MRec
α 的结构全然不同:

(a) Rec(f) = R. MRec
α 的图像铺满了整个平面, 即 ∀x0 ∈ R, ∃y ∈ MRec

α , y0 = x0.
并且, MRec

α 中序列的收敛是一致的, 即如果 {xn} ⊆ MRec
α 收敛到 x ∈ MRec

α , 则
∀ε > 0, ∃N , 当 n > N 时, |xn

i − xi| < ε, 对所有的 i ∈ Z 都成立.

(b) Rec(f)是一个 Cantor 集.在这种情况下MRec
α 中有三种不同类型的轨道: x ∈ MRec

α

只能由在其之上的 MRec
α 中的元素逼近; x ∈ MRec

α 只能由在其之下的 MRec
α 中的

元素逼近; x ∈ MRec
α 可由两边同时逼近. 前两种类型的轨道分别对应于 R \ Rec(f)

中的开区间的右端点与左端点, 且都为可数多个. 最后一类轨道对应于 R \ Rec(f)
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中非端点的那些点, 这类轨道的势跟连续统的势相同. x, y ∈ MRec
α 是渐近的当且仅

当 x0 与 y0 是 R \Rec(f) 中某一开区间上的两个端点, 且
∑

i∈Z |yi − xi| ≤ 1. MRec
α

上的收敛总是不一致的.

证明: (a)(b)中的叙述大部分由第 3节便可立即得到,我们证 (a)(b)中描述的两种收敛性.
当 Rec(f) = R, 设 {xn} ⊆ MRec

α 收敛到 x ∈ MRec
α , 当 n 充分大, |xn

0 − x0| 可以任意
小. 由 f 拓扑共轭于一个无理旋转 R,

|xn
i − xi| = |f i(xn

0 )− f i(x0)| = |h(Ri(xn
0 )−Ri(x0))h

−1|.

而对于所有的 i ∈ Z, |Ri(xn
0 )−Ri(x0)| = |xn

0 − x0|, 由 h, h−1 的一致收敛性, 当 n 足够大,
|xn

i − xi| 可以任意小, 对所有的 i ∈ Z 都成立.
当 Rec(f)是一个 Cantor 集,我们证明以下结论: aα := max{|xi−x∗

i | : x, x∗ ∈ MRec
α

是渐近的 }, 即游荡区间长度的最大值, 如果 x, x∗ ∈ MRec
α 不是渐近的, 且 x > x∗, 则

inf
i∈Z

(xi − x∗
i ) > 0, lim sup

i→∞(−∞)

(xi − x∗
i ) > aα.

由推论 3.2 及引理 3.2, aα 的定义是确定的, 即对于任意两条渐近轨道, aα 是相同的. 那么
如果上述结论成立, Cantor 集上的收敛不会是一致的, 因为对于任意的 n, 若 xn, x 是渐

近的, max |xn
i − xi| = aα; 若 xn, n 不是渐近的, 则 sup |xn

i − xi| > aα, 因此当 n 充分大, 对
于所有的 i, |xn

i − xi| 不能是任意小的.
下面我们证明上述结论. 对于 f 构造 x±. 则这时有 aα = max(x+(t)− x−(t)). 由引理

3.2, x, x∗ 不是渐近的, 则存在 c1, c2 ∈ R, 使得:

xi = x+(iα + c1) 或 xi = x−(iα + c1),

x∗
i = x+(iα + c2) 或 x∗

i = x−(iα + c2).

x > x∗,则 c1 > c2.由引理 3.2, inf(xi−x∗
i ) ≥ δ > 0.取 t0 ∈ R使得 x+(t0)−x−(t0) = aα,取

(in, kn) ∈ N×Z,使得 t0−c1 < inα−kn < t0−c2,且 limn→∞ in = ∞, limn→∞(inα−kn+c2) =

t0. 则有

lim
n→∞

(xin − x∗
in) ≥ lim

n→∞
(x−(inα− kn + c1)− x+(inα− kn + c2))

= x−(t0 − c2 + c1)− x−(t0) + x+(t0)− x+(t0)

≥ aα + δ.

当 i → −∞ 证明类似.
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6 有理极小轨道集的结构

这一节我们研究Mα(α = q/p, (q, p) 互质) 的结构, 除了Mper
α , 即 (q, p) 周期的极小

轨道, 我们还关注趋近于周期极小轨道的那些极小轨道.

定理 6.1. Mper
α 是非空的, 完全有序的闭集. x ∈ Mper

α 当且仅当 x 是 Hq,p : Pq,p → R 的
一个最小点.

证明: 第一条结论事实上已经证过, 非空性由定理 4.1 得到, 完全有序性由推论 4.1 得到,
闭性由极小轨道的极限仍是极小轨道得到.

定理 4.1 已经证明充分性, 下面证必要性. 假设存在 y ∈ Pq,p, x ∈ Mper
α , 使得

δ = H(x0, . . . , xq)−H(y0, . . . , yq) > 0.

取 n 充分大, 使得

nδ > H(x0, y1)−H(y0, y1) +H(yq−1, xq)−H(yq−1, yq).

由 H(yq−1, xq) = H(ynq−1, xnq), H(yq−1, yq) = H(ynq−1, ynq), 我们得到

H(x0, y1, . . . , ynq−1, xnq) < H(y0, y1, . . . , ynq−1, ynq) + nδ = H(x0, . . . , xnq).

与 (x0, . . . , xnq) 的极小性矛盾.

Mper
α 中的两个元素称作是相邻的, 如果不存在Mper

α 中其他元素在这两元素之间.

定义 6.1. 设 x+, x− 为Mper
α 中两相邻的元素, x+ > x−, 定义:

M+
α (x

−, x+) := {x ∈ Mα : x, x− 是 α 渐近的, x, x+ 是 ω 渐近的}

M−
α (x

−, x+) := {x ∈ Mα : x, x− 是 ω 渐近的, x, x+ 是 α 渐近的}

M+
α (M−

α ) 代表所有的相邻元素对 x−, x+ 所确定的集合 M+
α (x

−, x+)(M−
α (x

−, x+)) 的全

体的并集.

注. 根据引理 4.3, ∀x ∈ M+
α (x

−, x+) ∪M−
α (x

−, x+), 则 x− < x < x+.

定理 6.2. Mα 是Mper
α , M+

α 和M−
α 三个集合的无交并.

证明: 这三个集合显然是不相交的, 故我们只需证: ∀x ∈ Mα \Mper
α , x ∈ M+

α (x
−, x+) ∪

M−
α (x

−, x+).
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首先构造 x+, x−. 由定理 4.3, 存在 f ∈ G+, 使得 f(xi) = xi+1, ρ(x) = p/q. 考虑周
期函数 rq(t) = f q(t) − t − p. 由于 x ∈ Mα \Mper

α , 则 rq(x0) ̸= 0, 否则 x 将会是周期的,
设 rq(x0) > 0, 由推论 3.1, 存在 t0 使得 rq(t0) = 0, 根据周期性, 这样的 t0 不止一个, 取
x−
0 , x

+
0 是 x0 左右两边分别最近的零点, 即 x0 ∈ (x−

0 , x
+
0 ), rq|(x−

0 , x
+
0 ) > 0. 那么有:

x−
0 = fnq(x−

0 )− np < fnq(x0)− np < fnq(x+
0 )− np = x+

0 .

且易验证序列 {fnq(x0)− np}n∈Z 是严格单调递增的, 由上式其有上下界, 则可知:

lim
n→−∞

(fnq(x0)− np) = x−
0 , lim

n→∞
(fnq(x0)− np) = x+

0 .

若上两式的极限不是 x−
0 , x

+
0 , 将与 x−

0 , x
+
0 分别是 x0 左右两边最近的零点相矛盾. 定义

x−, x+, 通过 x−
i = f i(x−

0 ), x+
i = f i(x+

0 ). 容易验证 T(q,p)x
− = x−, T(q,p)x

+ = x+, 且

lim
n→−∞

T(−nq,−np)x = x−, lim
n→∞

T(−nq,−np)x = x+.

故 x−, x+ ∈ Mper
α , x− < x < x+. 至于渐近性, n = kq + j, 0 ≤ j < q,

lim
n→∞

|xn − x+
n | = lim

k→∞
|xkq+j − x+

kq+j|

= lim
k→∞

|xkq+j − kp− x+
j |

= lim
k→∞

|(T(−kq,−kp)x)j − x+
j | = 0.

类似的可证 x−, x 是 α 渐近的. 当 rq(x0) < 0 时, 类似的证明可得出, x−, x 是 ω 渐近的,
x+, x 是 α 渐近的.

接下来我们说明上述构造的 x−, x+ 是相邻元素对. 假设存在 x∗ ∈ Mper
α 使得 x− <

x∗ < x+, 则由 x 与 x−, x+ 的渐近性, x, x∗ 必然相交, 不妨设两者在 i− 1 与 i 处相交. 对
于 j > i, 考虑线段 (xi−1, x

∗
i , . . . , x

∗
i+q−1, xi + p, . . . , xj−1 + p, xj+q) = (x̄i−1, . . . , x̄j+q), 我们

证明当 j 充分大时:
H(x̄i−1, . . . , x̄j+q) < H(xi−1, . . . , xj+q), (6.1)

与 x 的极小性矛盾. 由上述:

H(x̄i−1, . . . , x̄j+q) = H(xi−1, x
∗
i ) +H(x∗

i , . . . , x
∗
i+q)−H(x∗

i+q−1, x
∗
i+q)

+H(x∗
i+q−1, xi + p) +H(xi, . . . , xj−1) +H(xj−1 + p, xj+q), (6.2)

由 x, x∗ 在 i, i− 1 处相交, 且应有 xi−1 < x∗
i−1, xi > x∗

i , 由 (H3) 及 x∗ 的周期性,

H(xi−1, xi)−H(x∗
i−1, xi) > H(xi−1, x

∗
i )−H(x∗

i+q−1, x
∗
i+q),
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代入 (6.2) 式得到:

H(x̄i−1, . . . , x̄j+q) = H(xi−1, . . . , xj−1) + H(x∗
i , . . . , x

∗
i+q) + H(xj−1 + p, xj+q) − ε, (6.3)

对于某个 ε > 0 成立. 又 x, x+ 是 ω 渐近的, 则有:

lim
j→∞

|H(xj−1, xj)−H(xj−1 + p, xj+q)| = 0,

lim
j→∞

|H(xj, . . . , xj+q)−H(x+
0 , . . . , x

+
q )| = 0. (6.4)

而由定理 6.1, H(x+
0 , . . . , x

+
q ) = H(x∗

0, . . . , x
∗
q), 即有

lim
j→∞

|H(xj, . . . , xj+q)−H(x∗
0, . . . , x

∗
q)| = 0. (6.5)

则当 j 充分大, 由式 (6.3)(6.4)(6.5), 即得到 (6.1).

这一节的最后, 我们证明M−
α ,M+

α 都是非空的.

定理 6.3. 设 x−, x+ 是相邻元素对, 则M−
α (x

−, x+),M+
α (x

−, x+) 都是非空的.

证明: 首先取序列 αn > α 使得 limn→∞ αn = α, 取 xn, ρ(xn) = αn. 根据推论 4.2(a), 直
观上看, xn 的图像的斜率随着 n 增大渐渐趋于 α, 我们对 xn 作适当平移使其趋近于某个

x ∈ M+
α (x

−, x+). 令 ε = mini∈Z(x
+
i − x−

i ), 取 i(n) ∈ Z, 使得

i < i(n) 时, xn
i ≤ x−

i +
ε

2
; 且 xn

i(n) > x−
i(n) +

ε

2
.

根据推论 4.2(a), 这样的选取是可行的. 取 k(n) ∈ Z 使得 j(n) = i(n) + k(n) ∈ {0, . . . , q−
1}, 令 x̄n = Tk(n)(q,p)x

n. 则根据 x− 的周期性,

x̄n
i = xn

i−k(n)q + k(n)p ≤ x−
i +

ε

2
, i < j(n); x̄n

i > x−
i +

ε

2
, i = j(n).

由于 j(n) 的选取是有限多个, 对于无穷多个 n, 必然有某个 j 出现了无穷多次, 取 j 重复

出现的子列, 仍记为 x̄n, 设 |αn| ≤ C, 则 |x̄n
j − x̄n

j−1 − αn| < 1, 那么有

x−
i +

ε

2
< x̄n

j < x̄n
j−1 + αn + 1 ≤ x−

j−1 +
ε

2
+ 1 + C,

即 x̄n
j 是有界的, 则根据定理 4.4 的注, 存在收敛的子列收敛到 x ∈ Mα, ρ(x) = α, 则有

xi ≤ x−
i +

ε

2
< x+

i , i < j; xj ≥ x−
j +

ε

2
> x−

j .

由定理 6.2, 这种情形只能有 x− < x < x+, 又 xi ≤ x−
i + ε/2, 故 x ∈ M+

α (x
−, x+). 同理,

可取序列 αn < α, limn→∞ αn = α, 我们可得到 x ∈ M−
α (x

−, x+).
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根据这一节的三个定理, 我们可以对 Mα 的结构做一个描述. 通过投射 p0, 可以将
Mper

α 与实轴上的一个闭子集 Aper
α 建立一个同胚关系. 在极为特殊地情形, Aper

α = R, 则
Mα = Mper

α 是完全有序的. 对于其他情形, Mper
α 中有相邻元素对可以通过M−

α 或M+
α

中的元素异宿连接. 若 x ∈ M−
α , x∗ ∈ M+

α 位于同一相邻元素对之间, 那么 x, x∗ 相交, 并
且Mα 中两条轨道相交也只在这种情形下发生.特别地有, Mper

α ∪M−
α 与Mper

α ∪M+
α 都

是完全有序的闭集, 按照第 5 节中类似的处理, 可以将这两个集合分别作为两个圆周同胚
f0, f1 的闭不变集, 且 ρ(f0) = ρ(f1) = α.
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